Méthode de Newton-Raphson

1°) Comme f est dérivable en xg alors la courbe de f admet au point M(xo,f(xo )) une tangente (T)
d'équationy = f'(x0) ( x - xo) + f(xo0 )

2°) f' ne s'annule jamais sur I donc f'(xg) = O donc la tangente (T) n'est pas paralléle a I'axe des
abscisses donc elle coupe |'axe des abscisses en un point x solution de |'équation

0 = f'(x0) ( x - x0) + f(x0 ) donc -f'(x0) ( x - x0) = f(x0)

fxo) car f'(xo) #0d'ol x = xg - fxo)

f'(x0) f'(x0)
L'abscisse x1 du point d'intersection de (T) et de |'axe des abscisses
f(xo)
' (x0)

donc x - xq =
vérifie la relation suivante : x1 = xg - . Cette procédure s'appelle la procédure de
Newton-Raphson.

b)x2-2:0<:>x2-(\/§)2:O<:>x:\/§oux:-\/E. Seul\/EeIdonc c=\/E

c) Prouver que la suite (Xn)n <N ainsi construite est définie par la relation de récurrence

xo =1

vn eIN,Xn+1=2i( Xn 2 )

Xn
2 2 2 2
xo=1 VneIan+1=xn—M=xn _Xn =2 2Xn - Xn +2=M=i(xn +£)
f'(xn) 2 Xn 2 Xn 2x, 2 Xn

d) Vers quelle valeur semble converger cette suite (Xn)n eN ?
Sous Maple, la séquence d'instructions suivante :

ytangente:= a -> f(a)+(D(f)(a))*(x-a);
intersectiontangenteavecaxeox := expand(solve(ytangente(a),x)):
newton := unapply(intersectiontangenteavecaxeox,a):

x[0]:= 2;

for i from 1 to 10 do x[i] := evalf(newton(x[i-1]),10) od;

donne les valeurs suivantes :

x[0] ~ 2 ; x[1] ~ 1.500000000 ; x[2] ~ 1416666667 ; x[3]~ 1.414215686;

x[4]~ 1414213562 ; x[5] ~ 1414213562 ; x[6] ~ 1.414213562;

X[7]1=~ 1414213562 ; x[8] ~ 1414213562 ; x[9]~ 1414213562 ; x[10] ~ 1.414213562
La suite (xn) semble converger vers 2
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Exemple 1
a) Faire un dessin pour la fonction f définie par f(x) = x*-2surI=[1; 2]

¥
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Exemple 2
1°) Soit la fonction f définie par f(x)=1- x + 1

\x

a) Démontrer que f réalise une bijectionde 10 ; + oof sur R.
f est dérivable sur ] 0 ; + o[

car f est la somme de la fonction affine x - - > 1 - x qui est dérivable sur IR donc sur ] 0 ; + oo[

et de la fonction x -- > % qui est dérivable sur 10 ; + o[
X

car X -- > \/; est dérivable sur 10 ; + [ et ne s'y annule jamais
L .o car-1<0et-2x+[x<0carx>0

Zx\/;

donc f est strictement décroissante sur ] 0 ; + o[

Or f est continue sur 10 ; + oo[ car f est dérivable sur 10 ; + o[
f étant continue et strictement décroissante sur ] 0 ; + oof

Pour tout x>0, f'(x)=-1-

alors f est une bijectionde 10 ; + o[ sur f<]0; +xo[ > =R

car _I)lrg* f(x) = + o et 5 _|)I?I\w f(x) = -
En effet,
quand x tend vers 0, 1-xtendverslet % tend vers + « car \/; tend vers O+
X

Quand x tend vers + o , 1- x tend vers + « et % tend vers O+ car \/; tend vers + «
X

b) Démontrer que f(x) = O admet une solution unique cdans ]1; 2 [
f)=1etf(2)=-1 +32Ez -0.29

Comme f est continue sur [ 1; 2] car f est continue sur ]0 ; + «[ alors f prend toute valeur
intermédiaire entre f(1) et f(2) . Or f(2) < 0 < f(1) donc il existe un c dans 11 ; 2 [ tel que f(c)
=0

Or f est continue et strictement décroissante sur ]1; 2 [ donc f réalise une bijection de
11; 2[ sur 1f(2);f(1)[ . O qui appartient a If(2);f(1)[ a donc un antécédent unique c dans J1; 2 [

c) Démontrer quesix e [1;2 Jalors 1< |f'(x) |
1<x<2doncl<ilx<Af2donc 1<x[x <24[2
Or 1< x <2

donc 2 SZX\/; 34\/5

donc 1 < 1 <l
4-[27 2x~[x 2
1 1 1
donc 1+ <1+ <l+=
442 2x A\[x 2
1 3
donc 1+ <|f'(x) | <=
az Telss

ort1+—1_ <135 ef23=1,5 donc 1 < [f'(x) |

NE
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d) Démontrer quesix e [1;2 Jalors |f(x)|<1
l<x<2donc-1=2-x>-2donc 1-1>1-x>1-2donc-1 <1-x <0

1 1 1

1<x<2doncl<a/x<4/2 donc—= <——=<=
Y \/_ \/_ Y \/E \/; 1
donc—1+$ <f(x)<1

o:~-1+32E=-o.29 donc |f(x) | <

e) Démontrer que f' est dérivable sur 10 ; + [ et quesix e[1;2 Jalors |f"(x) | s%

1
Pour tout x>0, f'(x)=-1-
Zx\/;

f' est dérivable sur ] 0 ; + o[ car
f est la somme de la fonction constante x --> - 1 qui est dérivable sur R donc sur JO ;+ o[

et de la fonction x -- > - ! qui est dérivable sur ] O ; + oof
2><\/;

car X -- > 2x\/;< est dérivable sur ] 0 ; + [ et ne s'y annule jamais

Pour tout x>0, f"(x)= = 2\/_

1<x<2 doncl_\/;g\/z

1<x<?2 donc1£x2 <4

donc 1 < x2\/>_<£4\/§

donc1 > 2\/; 4\/_
4{ 2&

e il

donc %4—\1/5 < f"(x) s%

Or %4—\1/5 ~ 0,26 donc [f"(x) | s%
3°) Soit la fonction notée newton définie par newton(x) = x - %

a) démontrer que newton(x) existe bien pour tout x > 0
pour tout x > 0, f(x)et f'(x) existent. De plus pour tout x > O |'on sait que f'(x) =0 donc
newton(x) existe
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b) démontrer que newton est dérivable sur 10 ; + o[
newton est dérivable sur ] 0 ; + o[ car hewton est la somme de

la fonction constante x --> x qui est dérivable sur R donc sur ]O ;+ o[
f(x
f'((x)) 9
car f est dérivable sur 10 ; + oof
ainsi que f'
avec en plus f'(x) qui ne s'annule jamais sur 10 ; + o[
f(x) f"(x)
(F' (x))°
(f Of () - F()f"(x))
(F' (x))°
_ (00 - (F0)° + £6) ()
(F' (x))°
_f(x) f'(x)
(F (x))°

et de la fonction x - > - ui est dérivable sur 10 ; + oo[

c) démontrer que pour tout x > 0, on a newton'(x) =

Pour tout x >0, newton'(x) =1 -

d) Résoudresur[1:;2]:
- I'équation suivante newton(x) = x
- I'inéquation suivante newton(x) > x
- I'inéquation newton(x) < x

pour tout xde[1:2],

= -M: -M: = = ! es 1°
newton(x) = x < x 0 X < 0 O f(x)=0& x =cd'apres 1°) b)

> -M> -M> > ! <
newton(x) > x < x 0 X & 0 O f(x)>0 car f'(x)<0

& 1 < x < cd'apres la décroissance de f sur [1;2 ]

< -m< -m< < ' <
newton(x) < x < x 700 X & ) 0w f(x)<0carf'(x)<0

< ¢ < x < 2d'apres la décroissance de f sur [1:2 ]
e) Démontrer que I'intervalle I =[ 1; c ] est stable par la fonction newton

Soit x €[ 1; c Jalors f(x)>0.0r f"(x)>0
Lf(;f)z 0 donc newton est croissante
(f'(x))
donc newton(1) < newton(x) <newton(c)
0 _,,2.5
f'(1) 3 3
- f(e) _ - _
newton(c)=c-—>%<=c-0=ccarf(c)=0
f'(c)

gs newton(x) < newton(c) Or1 sg donc 1 < newton(x) < ¢

donc newton'(x) =

Or newton(1) =1 -
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. . . . , uo =1
f) Soit la suite(un)n en définie par la relation de récurrence {
vn €N, up+1 = newton(up)

- démontrerque VneNu,el

La démonstration est faite par récurrence. Notons pr(n):" up €I"
étape 1: pr(0) est vraie car ug €I puisque I =[1;cletup=1
étape 2 : soit k eIN* supposons que pr(k) est vraie donc uk €I. Or f<I> c I donc f(un)el.
Or uk+1 =f(uk ) donc uk €I donc pr(k+1) est vraie.
Conclusion : d'aprés étape 1 et étape 2 alors pr(n) est vraie pour tout entier naturel n.
g) démontrer que la suite (up) est croissante
Un+1 - Un = newton(un) - un > O car u, €I et que newton(x) > x lorsque x €I

- déduire du 1°) ) et 1°) d) que si x < [ 1; 2 ] alors |newton'(x) | s%

soit xe[1;2]
alors newton'(x) = fx) £ f"(x) donc| newton'(x )|_|f(x) f"(x)| |f(x)| |f“(x)|
(F' (<)) FeN* | ()]
1

1< |f'(x) | donc 1< |f'(x) 2 On en déduit que ——< 1

| | [0} | | e e 'qe|f'(x)|2
Or [f(x) | <1 et |f'(x) | g§ donc [£(x) | [F'() | < 1%
donc | newton'(x) | = |f(x)f (x)| <

(F (x))°

- démontrer que Vne IN| uy - ¢ | s(%)”| up - ¢
La démonstration est faite par récurrence. Notons pr(n):" | un - ¢ | < (%)n | uo -c|"
, ) . 3.0 3.0
étape 1: pr(0) est vraie car | up -c| = | uo -c|=(Z) | up - c| car'(z) =1
3.0
donc | up - ¢ | S(Z) | uo - c|
étape 2 : soit k eIN* supposons que pr(k) est vraie ¢'est-a-dire que | uk -c |< (%)k luo - ¢ |
newton est dérivable sur I .Or six e [1; 2 ]alors |newton'(x) | S%. Donc si x € I alors
. 3
|new‘ron %) | SZ. Orukel, cel, uke=f(uk)el.
D'apreés |'inégalité des acroissements finis ona | uke-c | = | fuk)-f(c) | < % luk- ¢

Or | uk-c < (%)k luo - ¢ | donc | uket -c |< (%)k+1 luo - ¢ | donc pr(k+1) est vraie.

Conclusion : d'apres étape 1 et étape 2 alors pr(n) est vraie pour tout entier naturel n.
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-endéduire que VneIN| up - c| S(%)" puis que la suite (un) converge vers c

| un -c|£(%)"| w -c| Or|up-c|<lcar upe[l:;2] etce[l;2]
3.n

donc 0<| up -c| <(3)

or nlirrlm( % Y'=0car-1< %< 1 donc d'apres le théoréme des gendarmes

lim | un -c| =0donc lim un -c =0donc lim un = ¢
n — +w© n — +0 n — +oo

Algorithmique
Compléter le programme suivant en Turbo -Pascal réalisant cette méthode de Newton-
Raphson afin de déterminer une valeur approchée xn de c la racine de I'équation x3-4=0

On entrera au clavier xg une approximation de la racine c. Le nombre d'itérations ne
dépassera pas 100 .
Program NEWTON_RAPHSON;
Uses WIinCRT; const NBMAX =100 ;
type suite = array[0..NBMAX] of real;
var u : suite;
a: real;
I:integer;
function f ( x. : real) : real ;
begin
fi=x? -2
end;
function deriveedef(y : real) : real ;
begin
deriveedefi= 2 *y
end;
begin
(* entrée des données *)
write('tapez une valeur pas trop éloignée de c');
readin(a);
(* traitement *)
ul0]:=a;
for I:=1to NBMAX do u[I]:= u[I-1]- f(u[I-1])/deriveedef(u[I-1]):
(* affichage des résultats *)
writeln(’' apres ', I, 'itérations, ¢ vaut a peu pres ', uyUNBMAX].:10:5);

end.

f(x) = x> -4 c~158740 en fait ¢ = la racine cubique de 4
f(x)=x%-2 c~141421  enfait c =12

fx)=x>-2x-5 ¢ ~ 2,09455

f(x) = x?-x-1 c~161803 en fait ¢ = le nombre d'orﬂzJE1 +2 2
£(x) = x% - 4 cos(x) c ~ 1,20154
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