SERIES NUMERIQUES
1°) Définition d'une série
Soit une suite (un) définie a partir de I'entier ng. A cette suite est associée la suite de ses

n
sommes partielles (Sp) définie par Sp= > uk
k=n0

L'association ((un)., (Sn)) s'appelle la série de terme général un qu'on note Y, up

Si _lim Sp = Salors on dira que la série 3, uy est convergente . S est alors appelée la somme de

n— +wo
oC
la sérieetonnote >, uk = S
k=n0

Si lim Sp =+ o alors on dira que la série Y, up est divergente

n— +o

Remarque : On ne change pas la nature d'une série en éliminant un nombre fini de ses termes.
2°) Exemples

a) Exemple 1

Soit une suite (up) et soit la suite associée des sommes partielles (Sy) dont les premiers termes
sont 3, 6,11, 18, 27,...

a) Etudier la suite (un)

b) En déduire |'expression de Sy en fonction de n.

¢) Que peut-on dire de la série de terme général up

Exemple 2 - La série géométrique Y. q" et ses "séries dérivées" (Ici -1 < q < 1)

1°) Démontrer que la série géométrique . q" est convergente de somme ﬁ puis que . q" est
n=0 B n=1

9

1-q

2°) Démontrer que si 0< |q | < 1alors lim ngq"=0 (distinguer 2 cas : 0 < q <1 puis-1<q<0)

convergente de somme

3°) Démontrer que la série géométrique D n q" est convergente de somme —A
(-9’

(1+q)

4°) Démontrer que la série géométrique ) n? q" est convergente de somme g(l—;%
-q

o , 7 . ’ ’ . _ n-2
5°)Démontrer que la série géométrique >, n(n-1)q" “ est convergente de somme Q- q)3
Exemple 3 - La série harmonique diverge mais la série harmonique alternée converge
1°) En utilisant la courbe représentative de la fonction inverse sur |'intervalle [k ; k+ 1] ol k est

un entier naturel non nul, démontrer queklz In(k+1)-In(k) > o 1

2°) En déduire que la série harmonique de terme général nl est divergente

D"
n

3°) On appelle série harmonique alternée la série de terme général

Soit la suite des sommes partielles (Sp). Démontrer que les 2 suites (Szn) et (San+1) sont
adjacentes. Que peut-on alors dire de la suite (Sy) puis de la série harmonique alternée
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Exemple 4 : Une série dite "télescopique " : )’ 1

n(n+1)
1 1 i 1 1 X1
-1 Ly = d
n(n+1) n n+l one kz 1 kZ; n kZ; n+1 “n+l one n=zl n(n+1)
x gn oc o
Exemple 5 - La série exponentielle Y o e’ d'ot Y n ] converge vers a e’
n=0 ) n=0 )

Soit a un nombre réel non nul.

a a
1°) A I'aide d'une intégration par parties, démontrer que I te'dtzae’- J. e dt
0 0

a
En déduire que e® = 1 +a+ I (a-1)e' dt
0

(@-1)"

2°) soit n un entier naturel non nul. On pose Ip = I | e dt
5 nl
a n+1
Démontrer que In=-———+In.
e ey "

3°) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n :
n

a a
elzl+a+—+  +—+1I,
2! nl

n
4°) Démontrer que 0 < I, < :—I (e®-1)
an
5°) On pose uy, = e

Un+1

a) Calculer
Un

b) Montrer qu'il existe un entier naturel ng tel que pour tout entier natureln>ngona:

Un+1 <= Up
2

¢) Endéduire que pour tout entier naturel n > ng, O < up < upo (%)n N

2 n

L : . . . a a
d) Endéduire lim unet lim Inpuis montrerque lim 1+a+——+ . +—=¢"
n — +o n — +o0 n — 40 2! nl
oC
Exemple 6 - la série de Riemann | —5~ converge si et seulement sia > 1
n=1 n

a) Etudierlescasa=0;a=1;a<0

b) Soit a>0eta=1,en utilisant la courbe représentative de t - > ia sur[k; k+1]ot k estun
1.

entier naturel non nul

1 "od o
Démontrer que Z < j - < —
k-1 (k+1)° 1t k=1 k

Etudier alors la convergence de la série de Riemann
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3°) Conditions de convergence
a) séries quelconques
Théo 1 - CN - condition nécessaire

Sila série Y, up converge alors lim u,=0
n — +0
c'est-a-dire que si _lim up = O alors la série 3. uy diverge
n — +0

dém : up= Sp - Sp-1 donc si D, u, converge alors nlim Spn=Set nlim Sp-1= S donc nlim un=0
— +00 —> +00 — +0

zg La réciproque est fausse : c'est le cas de la série harmonique

Théo 2 - CNS - condition nécessaire et suffisante
la série >, un converge < pour tout pde N, nlirrj (Sn+p - Sn)=0

b) séries a termes positifs
définition

Une série D>, up est dite a termes positifs lorsque pour tout n,l'ona un 20

Dans ce cas, la suite associée des sommes partielles (Sp) est forcément croissante d'ou
Théo 3 - CNS

la série >, u, converge < la suite associée des sommes partielles (Sp) est majorée

la série 3, u, diverge < la suite associée des sommes partielles (Sp) est non majorée c'est-a-

dire tend vers +w
Théorémes de comparaison pour les séries a termes positifs
Théo 4

Y. un et vn sont des séries d termes positifs telles qu' a partir d'un certain rang un <vp
-8iY. vy CValors > u, CV

_si>. un DValors X vp, DV
Théo 5

Y. Uun et vn sont des séries a termes positifs telles que un = o(vn)
-8iY, vy CValors > un, CV

_si>. uy DValors X vp, DV
Théo 6

Y. un et ). vq sont des séries d termes positifs telles que un ~vn

alors Y, un et Y. v, sont de méme nature.
zg Dans le cas ol elles sont toutes deux CV, elles n'ont pas forcément la méme somme.
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4°) Opérations sur les séries
a) somme de 2 séries

La somme des séries Y. u, et Y, vn est lasérie Y. un + v
Théo 7

Si), up converge vers Setsi), vp convergevers S'alors ), up + vp converge vers S + S'

2
i’:g La réciproque est fausse : c'est le cas de la série "télescopique" D (1)

1 _ 1 ey —L

nin*l) n n+ 1 CV alors que Z 2 DVet z 1 DV

(1)

c) multiplication d'une série par un réel

La multiplication de la série 3. un par le réel A est lasérie >, iuy

Théo 8

Si ), un converge vers S alors pour tout réel A,>, Aup converge vers S,

5°) Séries absolument convergentes
a) définition
2. up est dite absolument convergente (ACV) lorsque la série D, | un| est convergente

b) Théo 9
Si une série est ACV alors elle est CV

iﬁ La réciproque est fausse : c'est le cas de la série harmonique
6°)Exercices
Exercice

1°) Déterminer les réel a et b tels que 22 " = +
n -

2°) En déduire que la série Z 2 converge
n=2 n -1
oC

3°) Démontrer que la série
n=1

1
n(n+1)(n+2)

o (ne )P
4°) Démontrer que la série Y In(————

net n(n+2)

converge

) converge

Exercice Soient ), upet ). vndeux séries d termes positifs convergentes.

1°) Démontrer que les séries suivantes sont convergentes :

a) > \/un vn  (On démontrera d'abord que sia>0et b > Oalors \/J) < 1—(0 +b) )

NG

b) > Loﬁa>Oe‘rb>Oe‘raun+bvn¢0pour‘rou‘rndeN
aunp+b vy
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