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1 Axiome d’induction compléte

Soit E une partie de N vérifiant les deux conditions suivantes :
1. 0e B
2.sin€e Falorsn+1€F

alors £ = N.

2 Théoréme de récurrence faible

Soit Pr une propriété que peut vérifier un entier naturel & (ce que ’on notera
Pr(k)) Soit ng un entier naturel.

1. Si Pr(ng) est vraie (c’est-a-dire que la propriété Pr est vraie en ny)
2. Si pour tout k entier > ng, U'implication Pr(k) = Pr(k + 1) est vraie
(c’est-a-dire que la propriété est héréditaire )

Alors pour tout n > ng , Pr(n) est vraie .

2.1 Démonstration

. On fait cette démonstration dans le cas ou ng = 0.
Soit £ = {n € N/ Pr(n) est vraie }.
1. 0 € E car Pr(0) est vraie.
2. sin € F alors n+ 1 € E puisque Pr(n) = Pr(n+1)

donc d’aprés 'axiome d’induction compléte, on a : F = N.



2.2 Attention!

Il y a deux étapes dans ce type de démonstration.
e Dans I’étape 1, il faut vérifier que la propriété est vraie uniquement en
no
e Dans ’étape 2, en considérant la table de vérité de I’implication logique

plg|P=4
ViV |4
V| F F
Fv |4
F|F V

Comme il faut démontrer que 'implication est vraie, on procédera
ainsi :
On supposera que pr(k) est vraie (c’est ce que 'on appelle ’hypothése
de récurrence) et on raisonnera jusqu’a prouver que pr(k+1) est vraie.
On aura ainsi démontré que Pimplication (Pr(k) = Pr(k + 1)) est
vraie

3 Théoréme de récurrence double

Soit Pr une propriété que peut vérifier un entier naturel k (ce que ’on notera
Pr(k)). Soit ng un entier naturel.

1. Si Pr(ng) et Pr(ng+ 1) sont vraies

2. Sipour tout k entier > ng, 'implication Pr(k)et Pr(k+1)) = Pr(k+2)
est vraie (c’est-a-dire que la propriété est doublement héréditaire )

Alors pour tout n > ng , Pr(n) est vraie .

4 Théoréme de récurrence forte

Soit Pr une propriété que peut vérifier un entier naturel k¥ (ce que ’on notera
Pr(k)). Soit ng un entier naturel.

1. Si Pr(ng)

2. Si pour tout k entier > ng, limplication Pr(ng) et Pr(ng +
1) et --- et Pr(k)= Pr(k+1)
est vraie (c’est-a-dire que la propriété est doublement héréditaire )

Alors pour tout n > ng , Pr(n) est vraie .




5 Exercices

5.1 Cardinal de P(F)

1. Déterminer 'ensemble des parties de F noté P(E) dans les cas suivants
E, ={a}; By = {a;b}; E3 = {a;b;c}

2. Démontrer par récurrence que si £ est un ensemble fini ayant n élé-
ments alors I’ensemble P(E) de ses parties a 2" éléments

3. En déduire P(0); P(P(0)); P(P(P(0))); Card(P(P(P(P(0))))

5.1.1 corrigé

1. Pour créer 'ensemble des parties P(E) d’un ensemble E,
e on place d’abord la seule partie & 0 éléments qui est ’ensemble vide
0
puis les parties & 1 élément qu’on appelle les singletons,
les parties a 2 éléments qu’on appelle les paires,
celles & 3 éléments

celles & n — 1 éléments
et enfin la seule partie & n éléments, la partie pleine c’est-a-dire 1’en-
semble E lui-méme.
Par conséquent,
e si Fy = {a} alors P(Ey) = {0;{a}}
o si By = {a;b} alors By = Ey U {b} et P(E2) = {0;{a};{b};{a;b}}
e si By = {a;b;c} alors By = ExU{c} et P(E) = {0; {a}; {b}; {c}; {a; b} {as c}; {bs c}; {a; b; c}}

On peut donc remarquer que lorsque I'on ajoute un élément rouge & un
ensemble F; , alors ’ensemble des parties du nouvel ensemble E; U {z}
est formé de toutes les anciennes parties de E; auxquelles on ajoute de
nouvelles parties qui sont en fait formées des anciennes parties auxquelles
on ajoute le nouveau élément rouge {z}.
Donc il y a autant de nouvelles parties ayant ce nouvel élément rouge =
que d’anciennes parties n’ayant pas .
2. On pose pr(n) :" le nombre de parties d’un ensemble ayant n éléments
est 2™"
(a) Etape 1 : initialisation
A-t-on pr(0)?
c’est-a-dire a-t-on le nombre de parties d'un ensemble ayant 0 élé-
ments est 207



—
o
~

Oui car si Card(E) = 0 c’est que E = () donc P(E) = P(0) = {0}.
P(E) n’a donc qu’un seul élément.

Par conséquent pr(0) est vraie.

Etape 2 : hérédité

Soit un certain entier k£ > 0. A-t-on pr(k) = pr(k+1)?
c’est-a-dire a-t-on le nombre de parties d’un ensemble ayant k élé-
ments est 2 = que le nombre de parties d’un ensemble ayant k + 1
éléments est 2+ !

Supposons que I’hypothése de récurrence suivante " le nombre de par-
ties d’un ensemble ayant k éléments est 2F " soit vraie.

Soit un ensemble F' ayant k + 1 éléments. Isolons un élément x de F'
. Par conséquent F'= EU{z} ot E a k éléments.

Alors l'ensemble des parties du nouvel ensemble F' = E U {z} est
formé de toutes les anciennes parties de E auxquelles on ajoute de
nouvelles parties qui sont en fait formées des anciennes parties aux-
quelles on ajoute le nouveau élément rouge {x}.

Or d’aprés 'hypothése de récurrence, Card(P(E)) = 2* et de plus
il y a autant de nouvelles parties ayant ce nouvel élément rouge que
d’anciennes parties n’ayant pas {x}

donc Card(P(F)) = 2k 4 2% = 2(2k) = 21+F CQFD.

Conclusion pr est initialisé en 0 et pr est héréditaire

donc pour tout entier naturel n, si Card(E) = n alors Card(P(FE)) =
2n||

P(0) = {0}
P(P®) = P{0}) = {0; {0}}
P(P(P®))) = P{0; {0}}) = {0;{0}; {{0}}; {0; {0}}}

{
Comme card(P(P(P(D))) = 4 alors Card(P(P(P(P(0)))) = 2* = 16



5.2 Inégalité de Bernoulli

0 0 QO

Soit a un réel > 0.

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, I'on a :
(14+a)">14na
2. Redémontrer cette inégalité en utilisant la formule du binome de New-

ton ci-dessous :
Si a et b sont des réels alors pour tout entier naturel n

(a+b)" = ki_o (Z) a" kb

5.2.1 corrigé

1. On pose pr(n) : "(14+a)™ > 1+ na”

(a) Etape 1 : initialisation
A-t-on pr(0) ? c’est-a-dire a-t-on (1+a)® > 1+0a ? c’est-a-dire a-t-on
1>17 Oui.
Par conséquent pr(0) est vraie.

(b) Etape 2 : hérédité
Soit un certain entier k£ > 0. A-t-on pr(k) = pr(k+1)?
c’est-a-dire a-t-on (1 +a)* > 1+ka = (1+a)*"' > 1+ (k+1)a
Supposons donc que (14+a)¥ > 1+ka. Or (1+a)k*! = (1+a)*(1+a).
Comme (1 + a)k > (1 + ka) comme (1 +a) > 0 car a > 0 donc
(1+a)*(1+a) > (1 + ka)(1+a)
d’ott (1 +a)**1 > 1+ ka + a + ka® Mais ka? > 0 puisque k& > 0 et
a>0
donc 1+ ka+a+ka?2>1+a+ ka.
doit (14 a)f*t > 1+ (k+1)a

(¢) Conclusion pr est initialisé en 0 et pr est héréditaire donc pr est vraie
pour tout entier naturel n

2. D’apreés la formule du binéme de Newton,

n n n
e =32 ()t = (g s (1)t 35 (1ot s 1 (e
2 k=2

k=

Or(1+a)":zn: (Z)lnkak :En: (Z)J > 0 donc (1+a)" > 1+ na



5.3 Quelques sommes remarquables

5.3.1

LS =) k=14+2+3+-+n=
L Sy=) k=142 43+ +n’=
k=1

L S3=> K =184+224+3+.. . 4nf=07=
k=1

Démontrer par récurrence que :

n

n(n+1)

)
k=1

n(n+1)(2n +1)
6

n?(n+ 1)?
4

n

Y (@k+1)=143+5+-+(2n+1) = (n+1)°

k=0

. Zn:k(k!) =11 +22) +3@) + - +n(n!) = (n+1)! -1

k=1

. Soit une suite (uy,)nen= telle que :

n n 2
Vn >1 un>0et2ui: (Zk‘)
k=1 k=1

Démontrer avec une récurrence forte que Vn>1 wu, =n

corrigé
S 1
1. Notons pr(n) :”Zk: 1+243+---4+n= nint1),
k=1 2
(a) Etape 1 : Initialisation
A-t-on pr(1)?
! 1(1+1) 1(1+1)
c’est-a-dire a-t-on Z k=1= — ? Oui car 5 =1

k=1

(b) Etape 2 : Hérédité

Supposons que pour un certain entier n > 1 lon ait pr(n) ¢’est-a-dire

1
que1+2+3+~~+n:%.

Alors 14243+ -+n+(n+1)=01+2+3+--+n)+(n+1)=

w—l—(n-‘rl) = n(n+1);2("+1)
1 2
— L;n—k) donc pr(n + 1) est vraie.

(¢) Conclusion :

¢ initialisé 1 .
{ presh ABALSee C L qone Wn € N* pr(n) est vraie.

pr est héréditaire
nin+1)

Par conséquent, Vn € N* 51:Zk:1+2+3+---+n: 5

k=1



n(n+1)2n+1),
6

n
2. Notons pr(n) : ”Zk2 =124+22 432 +... +n? =
k=1
(a) Etape 1 : Initialisation

1
1(14+1)(2(1 1
A-t-on pr(1) ? c’est-a~dire a-t-on Z K =1= (1+ )(6 (H)+1) ?
k=1
11+ 1)(2(1)+1)
6
(b) Etape 2 : Hérédité
Supposons que pour un certain entier n > 1 lon ait pr(n) c’est-a-dire
1)(2 1
que 12 +22 4324+ ... 4+n2 = nin + )6( nt )
Alors 12+22+ 324+ 40+ (n+1)?2 = (12422 43>+ --- +n?)) +
(n+1)*
+ 1)(2 1
:n(n )6(n+ )_|_(n_|_1)2
nn+1)2n+1)+6(n+1)?  (n+1)(n(2n+1)+6(n+1))
6

Oui car =1

6
(n+1) (2n? + Tn + 6) _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6

donc pr(n + 1) est vraie.
(¢) Conclusion :
{ pr est initialisée en 1

o d * st vraie.
pr est héreditaire onc Vn € N*  pr(n) est vraie

n

1)(2 1
Parconséquent,52=Zk2:12—|—22—|—32—|—-~-—|—n2:n(n+ )@n+1)

/ k=1 6
3. Notons pr(n) : ”i B=134+284+334+...4nd= Mn
(a) Etape 1 : IIIii:tlialisation
A-t-on pr(1)? c’est-a-dire a-t-on zl: B =1= M ? Oui car
121+1)2 ) =
4

(b) Etape 2 : Hérédité
Supposons que pour un certain entier n > 1 lon ait pr(n) ¢’est-a-dire

2 12
quel3+23+33+--.+n3:w_
Alors 13428433+ 40P+ (n+1)% = (1 +2° + 3% + .- + %)) +
(n+1)3
n2(n + 1)2 n2(n+1)2 +4(n+1)3 nt 1) (n? +4n + 1
gl 2 4 4
1 2
% donc pr(n + 1) est vraie.

(¢) Conclusion :
{ pr est initialisée en 1

pr est héréditaire donc Vn € N*  pr(n) est vraie.

N5 13 o3 a3 3 o n*(n+1)° 2
Parconséquent,S;»,sz‘ =1"4+2°4+3"4+---4+n°=5=—"-""—=25]

4
k=1



4.3 (2k+1)=1+43+5+-+2n+1) = (n+1)

k=0

5.iiMM):1GU+2@D+3@D+~‘+an:(n+1ﬂ71

k=1

6. Soit la propriété pr(n) : "u, =n”

(a)

()

Etape 1 Initialisation : Démontrons que pr(1l) est vraie c’est-a-dire
que u; = 1.

1 1 2
Comme Zui = (Z k) donc v} = u? donc u} —u? = 0 d’ou
k=1 k=1
u2(up — 1) = 0. or u? > 0 car u; > 0 puisque Vn > 1 wu, > 0.

Par conséquent u; — 1 =0 donc u; = 1. CQFD.

Soit un certain n > 1. Supposons que pour tout entier naturel k < n,
Iimplication pr(k) est vraie.
Démontrons qu’alors pr(k + 1) est vraie.

n+1 n+1 2
On sait que Z up = (Z k;)

k=1 k=1
donc uf +ul + -+ ud +ud g = (g +ug+ -4 up + upy1)?
dou (uy +ug + -+ up)? +ud = (ur +ug + -+ up)® 4+ 2(ug +
Uz + - un) (Ungr) +up g
Alors ul 1 = 2(u1 +ug + -+ up)
Par conséquent, ul ,; — uZ ; — 2(
Unt1 (U241 — Unp1 —n(n+1)) =0
Posons X = wup41.
Nous devons donc résoudre I'équation X2 — X —n(n+1) =0
§=(-12—4(-n(n+1)) =1+4n(n+1) =4n’ +4n+1= (2n+1)?
L’équation du second degré admet donc 2 solutions :

X/:17(2n+1):,27n7f
1 22 1 22 2

2
Comme uy,41 > 0 alors on rejette X’ donc u, 11 = X7 =n+1 CQFD.

pr est initialisée en 1 et pr est bien héréditaire donc pr est vraie pour
tout entier naturel n > 1



5.4 Fausse récurrence

Soit la propriété pr(n) : « 5™ 4+ 1 est un multiple non nul de 4 »
1. Cette propriété est-elle vraie pour n =07

2. Démontrer que pour tout entier naturel k, 'implication pr(k) = pr(k+
1) est vraie.

3. Conclusion ?

5.4.1 corrigé

Soit la propriété pr(n) : « 5™ 4+ 1 est un multiple non nul de 4 »
1. pr(0) est fausse car 5° + 1 = 2 n’est pas un multiple non nul de 4

2. Et pourtant, pour tout entier naturel k, 'implication pr(k) = pr(k + 1)
est vraie.
en effet, supposons que pour un certain entier £ > 0 l'on ait pr(k) c’est-
a-dire que 5 4+ 1 est un multiple non nul de 4 donc 3¢ € Z* tel que
5F+1=4gdoubF=4¢—1
Alors 51 +1 =5(5%) +1=5(4g—1)+1=20¢—5+1 =20 — 4 =
4(5¢ — 1) =5¢' ou ¢/ =5g —1 € Z*. Donc pr(k + 1) est vraie CQFD.

3. On est en présence d’'une fausse récurrence car pr est bien héréditaire
mais n’est pas initialisée en 0



5.5 Encore une fausse récurrence

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n la propriété
suivante :"10™ — 1 est un multiple de 9" est vraie.

2. On s’intéresse maintenant & une autre propriété :"10™ + 1 est divisible
par 9"

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n,
I'implication suivante : " 10™ + 1 est divisible par 9 = 10"+ +1
est divisible par 9 " est vraie.

(b) Déduire du 1°) que, pour tout entier naturel n la propriété "10™ + 1
est divisible par 9" n’est jamais vraie.

(c¢) Conclusion ?

5.5.1 Corrigé

1. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n la propriété
suivante :"10™ — 1 est un multiple de 9" est vraie. Notons pr(n) : 710" —1
est un multiple de 9.

(a) Initialisation :
10°—-1=1—1=0 =9 x 0 donc la propriété pr est initialisée en
n=20

(b) Heérédité :
Supposons que pour un certain n € N* Pon ait pr(n) alors 3k €
N 10" -1=9k
Par conséquent, 10" —1 = 10(10") — 1 = 10(9% + 1) — 1 = 90k +
10 —9 =90k 4+ 9 = 9(10k + 1) = 9%" ou k' € N donc pr(n + 1) est
vraie.

(¢) Conclusion :
pr est initialisée en 0 et pr est héréditaire donc pr est vraie pour tout
entier naturel n € N

(d) On s’intéresse maintenant a une autre propriété :"10™+ 1 est divisible
par 9"
i. Supposons que pour un certain n € N1lon ait 3k € N 10" -1 =
9k
Par conséquent, 10"t — 1 = 10(10") — 1 = 10(9%k + 1) — 1 =
90k +10—1 =90k +9 = 9(10k + 1) = 9%" ou k¥’ € N I'implication
suivante : " 10" + 1 est divisible par 9 = 10"*! 4 1 est divisible
par 9 " est vraie.

ii. Pour tout entier naturel n la propriété "10™ + 1 est divisible par
9" n’est jamais vraie car
10" +1=10"-14+2=9k+2

iii. En conclusion, pour la propriété "10™ 4 1 est divisible par 9"on a
une fausse récurrence.

10



5.6 Le nombre de diagonales d’un polygdne convexe

Soit un polygone convexe de n cotés. Démontrer par récurrence que si n est
n(n —3

un entier supérieur ou égal a 3 alors le nombre de diagonales est g
NB — Un polygone est convexe lorsque quelques soient les points M et NV
situés dans lintérieur de ce polygone, le segment [M N] est inclus dans cet

intérieur.

5.6.1 corrigé

A A i
Al A3 Al ] i A3
n=J fi=h
fied
D=0 b=1 b=5
Notons D,, le nombre de diagonales. Soit la propriété pr(n) : " D,, = w
n
3(3-13)

1. pr(3) est vraie car D3 =0 = . Dans un triangle, il n’y a aucune

2
diagonale.
k(k —3)

2. Supposons que pour un certain entier k£ > 3 l'on ait Dy =
Considérons alors un polygone R convexe de k+1 cotés. Donc ce polygodne
R a k + 1 sommets. Notons ces sommets Ay, Ag, -+, Ak, Agy1. Soit @
le polygone Aj, As,--- , Ag. Ce polygone @Q a donc Dy diagonales. On
construit R & partir de @) en ajoutant le sommet Ag;1. On trace les
segments [A; Agt1] et [ApAgy1]. Mais alors lancien coté [A; Ag] de Q
devient alors une diagonale de R. Le nombre Dy de R est Dy +k—2+1
ou
(a) Dy est le nombre de diagonales de @
(b) k : le nombre de segments partant de Ay vers les k autres sommets
Ay, Ay, o Ag.
(c) il faut enlever —2 correspondants aux deux nouveau cotés [Aq Ag41]
et [AkAk+1]
(d) il faut rajouter +1 correspondant a la nouvelle diagonale [A; A]
k(k —3) k> —3k+2k—2  k*—k+2k—2

Or Dy+k—2+1 = +k—1=

2
kE+1)(k—2 E+1)(k+1—
LQ()' Par conséquent, Dy11 = (k+1)( 2+ 3) CQFD.

3. La propriété est initialisée en 3 et héréditaire donc elle est vraie pour
tout entier naturel n > 3

11



5.7 Multiples de 11

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 10™ — (—1)" est un
multiple de 11

5.8

Corrigé

On pose pr(n) : 710" — (-=1)" =11¢” ou ¢ € Z

5.9

1. Etape 1 : initialisation

A-t-on pr(0) ? c’est-a-dire a-t-on 10 — (—1) = 11¢? c’est-a-dire a-t-on
1—1=11¢g7? c’est-a-dire a-t-on 0 = 11g? Oui car 0 =11 x 0
Par conséquent pr(0) est vraie.

. Etape 2 : hérédité

Soit un certain entier k > 0. A-t-on pr(k) = pr(k+1)?

c’est-a-dire a-t-on 3¢ € Z 10* — (—=1)* = 11¢ = 3¢’ € Z 10*+! —
(_1)k+1 — 116]/

Supposons donc que 10% — (—1)F = 11gq.

Alors 1081 —(=1)1 = 10(10%)—(=1)*(=1) = 10[11g+(=1)*]+(-1)¥ =
10 x 11g + 11(=1)k = 11[10g + (=1)¥] = 11¢/ oi1 ¢’ = 10g + (—1)* est un
entier car (—1)* est un entier qui vaut soit 1 soit —1 et 10q est un entier
relatif car g est un entier relatif.

. Conclusion pr est initialisé en 0 et pr est héréditaire donc pr est vraie

pour tout entier naturel n

Inégalité

I Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 3 que n? > 2n+1

5.9.1 Corrigé

1. Etape 1 : initialisation

A-t-on pr(3) ? c’est-a-dire a-t-on 32 > 2(3)+17? c’est-a-dire a-t-on 9 > 77
Oui, par conséquent pr(3) est vraie.

. Etape 2 : hérédité

Soit un certain entier k > 3. A-t-on pr(k) = pr(k+1)?

c’est-a-dire a-t-on n? >2n+ 1= (n+1)2>2(n+1)+1

Supposons donc que n? > 2n + 1.

Alors (n + 1) = n? 4+ 2n + 1.

Comme n? >2n+1lalors (n+1)2>2n+1+2n+1.
Orn>3donc2n>6donc2n >1donc1+2n+1>1+1+1.

Par conséquent 2n +1+2n +1 > 2n+ 3 donc (n+1)? > 2n+ 3 CQFD.

. Conclusion pr est initialisé en 3 et pr est héréditaire donc pr est vraie

pour tout entier naturel n > 3

12



5.10 Graphe orienté

Son considére n villes A — 1, As, - -+ , A, ot n > 2. On suppose qu’entre deux
villes quelconques, il y a toujours une route a sens unique. Démontrer par
récurrence que pour tout entier naturel n > 2 il existe toujours au moins une
ville notée C,, parmi ces n villes a laquelle on peut aller en partant de toutes
les autres villes , soit & ’aide d’un chemin direct, soit en visitant une seule
ville intermédiaire.

5.10.1 corrigé

Soit pr la propriété recherchée.
1. Etape 1 : initialisation
A-t-on pr(2) 7 oui car entre 2 villes A; et Ay il y a deux cas possibles :
e ou bien le chemin va de A; vers A; donc Cy = As
e ou bien le chemin va de Ay vers A; donc Cy = A;
2. Etape 2 : hérédité
Soit un certain entier n > 2. Supposons donc qu'il existe toujours au
moins une ville notée C,, parmi n villes a laquelle on peut aller en partant
de toutes les autres villes , soit & I'aide d’un chemin direct, soit en visitant
une seule ville intermédiaire.
Considérons une ville supplémentaire A,,+1 Il y a un chemin de A,
vers C,
e ou bien le chemin va de A, 11 vers C,, donc Cy, 11 = Cp,

e ou bien le chemin va de C), vers A, 41 donc Cp11 = Apy1

CQFD.
3. Conclusion pr est initialisé en 2 et pr est héréditaire donc pr est vraie
pour tout entier naturel n > 2



5.11 Suite de Fibonacci alias Léonard de Pise

Soit une suite (uy,) définie par :
o u; =1
o uy =1
o Vn entier > 3 u,, = Up—1 + Up—_2
1. Résoudre I’équation d’inconnue z réelle : 22 = x + 1.
On note ® la solution positive et ¥ ’autre solution.
2. Démontrer par une récurrence double que pour tout entier naturel n :

1 n n
= (@)

Un

Corrigé :

1. Soit I'équation : 22 — 2 — 1 = 0 d’inconnue réelle 2.

(a) Le discriminant A = b? — 4ac = (—1)? — 4(1)(—1) = 5.
Comme A > 0 alors cette équation a deux solutions réelles :

1 1
o — +2‘/5etx11: 2‘/5

1 1
D) d4+0=-C_1ov=CS1 o_w= +2‘/5_ 2\/5:\/5
a a

(c) Comme ® est solution de 22 —z — 1 = 0 alors ®2 = & + 1.

(d) Comme ¥ est solution de 2% —x — 1 =0 alors U2 = ¥ + 1.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :
1

V5

(a) Initialisation double : La propriété recherchée est vraie pour les deux
premiéres valeurs :

Un

Lol gl Lo g)e LBy
E(<I> f\p)f\/g(cp \1,)7\/3\/571, 1
i(<1>2—\112)=i((<1>+1)—(\1/+1))=i(@-\p)zlqu

V5 V5

b) Hérédité : supposons que pour un certain entier k > 1 'on a :
(b) pp que p

1 1
Up = 7(©k‘ _ \Ilk) et Upy1 = %((I)k-‘rl _ qjk-‘rl)

V5 .
alors u =up +u = —
k+2 llc k+1 \/5
donc ugio = %((CﬁlC + @Ry — (k4 whtL)

1 C
= %((cb’“(l + @) — UF(1 4 W)

1
Or1+®=>a%ct 1 + ¥ = U2 donc up s = —= (O — ¥kt2)

V5

(¢) On a démontré par récurrence que pour tout entier naturel n > 1 1’on

1 n n
= (@)

(@k _ \I/k) _|_ (@k-‘rl _ \I/k+1)

a Uy
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5.12 Puissance d’une matrice

0 1
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n # 0 ’'on a :

n_ (1 n
=00 1)

5.12.1 corrigé

Soit la matrice A = (1 1>.

Notons pr(n) : 7A™ = L n
0 1
1. Initialisation :

11 i e e
Al =A= 0 1 donc la propriété pr est initialisée en n =1

2. Heérédité :
Supposons que pour un certain n € N* 'on ait pr(n) alors A™ =

1 1 1 n 1 n+1
A n+1l __ n _—
Par conséquent, A = AA™ = ( ) ( 1) = (

pr(n+ 1) est vraie.

3. Conclusion :

1 n
0 1

) donc

pr est initialisé en 1 et pr est héréditaire donc pr est vraie pour tout

entier naturel n € N*

15



5.13 Formule du binéme de Newton(1642-1727)

Soient a et b des nombres réels donc ab = ba. Alors :

vn eN (a+b)" Z( )ai bt

=0
Or <n) = < " ) donc
p n—p

VneN (a+b)" =Y (;‘) a" Iy

=0

en effectuant le changement d’indice j =n — i

5.13.1 Corrigé

Notons pr(n) : (a+b)" = Z <TZ) at b

i=0
1. Initialisation : elle est vraie en n = 0 car :
(a+b)°=1= (8) a’ 00

2. Hérédité : Supposons que la propriété est vraie pour un entier fixé k > 0

c’est-a-dire que :
k

(a+Db)F = k a® bk
%)
k+1 _ k _ - E\ & on—k
Alors (a+b)""" = (a+b)(a+b) (a—l—b)[z )@ b )

=0

_ RN opk  (FY vgk—1 (R ige—ig k k—1 p1
—(a+b)((0>ab—|—(1>ab oot at b" "t 4 p_1)@ b+
kY ko

b%)

= (a+b)(b*+ F

k

L )at e +<]:) al BFig ~+<

k—1 p1
1) b +ak)

k bl +ak+1
—1
a

> |

Z(abk—i-(lf a2bk—1+_”_~_ ]: a“‘lbk—i—l—“-—i-

+b’“+1+<lf>a P4 4 k at b k 1 k=152 4 akb)

bk+1+abk[(];>+<g)]+a2 bkl[(§>+<’1‘€>]+...+ai bkm[(/;)Jr
<ii€1>]+ai+l bki[<lz>+ (Z_f1>]+...+ak bl[(:)+(kﬁ 1>]+ak+1

— b 4 bk (’“1’1) +a? b (kgl) T (kj1> +

(1) e (e

16



_ kgl WOPFH1 4 ab ]Hl_l a2 b1 k—;—l L gl gt (k;ﬁl)_i_

. (k41 k+1 k+1
i+1 pk—1 k 1l k+110
@b (i+l> arb ( k > (k—i—l)a b

3. Conclusion : pr étant initialisée en 0 et étant héréditaire est donc vraie
pour tout entier naturel n > 0

Cette formule est valable pour tous éléments a et b d’un anneau a
condition que ces éléments soient commutables c’est-a-dire que ab =
ba.

C’est le cas pour des matrices carrées d’ordre n : A et B a condition
d’avoir vérifié que AB = BA.

Souvent A = I la matrice de ’identité donc IB = B et BI = B donc
IB = BI donc

¥n € N (I+B)”:Z<?> i Bj:Z(?>IBj :Z(?) B
j=0 j=0 §j=0

Si en plus, B est nilpotente par exemple, si B2 = O
donc ¥n >3 B"™=B3*B" 3 =0 dou

(I+B)" = (g) BMG) Bl+(g> BQ:I+nB+wB2

17



5.14 Formule de Leibniz

Soient des fonctions f et g dérivables indéfiniment sur R. Alors leur produit
fg est aussi indéfiniment dérivable sur R et

VneN* (fg)™ =) (’Z) F@ gy

=0

5.14.1 Corrigé
Notons pr(n) : (fg)(") =37, (7;) £ gn=i),

1. Initialisation : elle est vraie en n =1 car :

1

bt e (1) 40 (1-0) 4 (1) g-1) I\ co) -
(fg)—fg+fg—(0)f g f 2;) )59
2. Hérédité : Supposons que la propriété est vraie pour un entier fixé k > 1

k
Cest-a-dire que : (fg)*® = Z <k> @ gle=i),

]
i=0

Alors (£9) =) = [(fg) ) = [lk (5) 70 g1 - i[(‘“) 70 gy,
k -
= Z (lj) [ g(k=1)

||
M»

k FOHD U)o f(0) p(k=it1)
<Z> +1g ]
=0 1=0
k k
“2 (0o et R (1) e
=0 ! =0

o
k+1 k

gk—i+D) @) gUkt1=)
= Z (] _ 1> i+ 4 ZO ( ) v 7) en effectuant le chan-

gement d’indice 7 = 7 4+ 1 dans la premiére somme et 57 = ¢ dans la
deuxiéme somme.

k
Done (£¢)++) — (g) gl Z (j K 1) " (?)M(J‘) gUH1=d) 4 (Z) FFD (0)

=1

k
k+1 k + 1 k+1
(k+1) _ (0) k+1) ) ,(k+1—3) (k+1) ( )
(f9) ( )f E < )f +(k+ )f

n+1 1

Z (n—; > @ g +1=9 qone pr(n + 1) est vraie.

i=0

3. Conclusion : pr étant initialisée en 1 et étant héréditaire est donc vraie
pour tout entier naturel n > 1

Applications : On vérifie aisément cette formule sur quelques cas particuliers :
L (fg)=1fg+1fg
2. (f9)" =g+ 19) =19+ 19+ 19+ 19" =f"9+2f9 + fg"
3. (fg)(S) _ ((fg)//)/ _ f///ng f//g/ + 2f//g/ + 2f/g// + f/g// + fg/// _ fngF
3f”g/ + Sf/gll + fg/I/

18



5.15 Factorisation de a" — b

1. Soient a et b des réels.
Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 l'on a :
a’ — b = (ai b)(an71 +an72b+an73b2+ L. +a2bn73 +abn72 +bn71)
Indication : pour ’hérédité, on pourra utiliser ’astuce suivante :
abtl — ph+l = gak — abF + abF — bb*
2. En déduire une factorisation de 1 — 2™ pour tout entier n > 2

3. Soit un entier n > 2 , soient la fonction numérique f d’une variable
réelle définie par
fx)=14+z+22+ - +2"
et la fonction numérique g définie par
g()=1+2x+32%+ - +na"!
(a) Quel est ensemble de définition de f? Quel est I’ensemble de dé-
finition de g 7
(b) Silon suppose que = = 1, que vaut f(x) et que vaut g(x)?
(¢) Silon suppose que  # 1 :
e Déterminer une expression simplifiée de f(z) sous forme d’un
quotient.
e Déterminer une expression simplifiée de g(x) sous forme d’un
quotient.
e En utilisant le produit z f () retrouver 'expression simplifiée de

f(z)

5.15.1 Corrigé

1. Soient a et b des réels.
Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 I'on a :
a’ — b = (a _ b)(an—l +an—2b+an—3b2 + .. +a2bn—3 +abn—2 _|_bn—1)

e Etape 1 : pour n = 2, comme a? —b* = (a—b)(a+b) alors la propriété
est vraie au rang n = 2
e Etape 2 : soit un entier n > 2 tel que 'on a :
a® —b" = (aib)(anfl +an72b+an73b2+. . .+a2bn73+abn72 +bn71)
Alors "1 — b+l = qa™ — ab™ + ab™ — bb" = a(a™ — b") + (a — b)b"
— a(a _ b)(an—l + an—2b+ an—3b2 4+t a2bn—3 + abn—? + bn—l) +
(a —b)b"
= (a—b)(a"+a" " tb+a" 20>+ - - +aPb" 3 +a?b" 2 +ab" ")+ (a—b)b"
=(a—0b)(a"+a" tb+a" 2 + - +a*" P + a2 +ab” T +b)
donc la propriété est vraie au rang n + 1
e La propriété étant initialisée en 2 et étant héréditaire est donc vraie
pour tout entier n > 2
2. En déduire une factorisation de 1 — z™ pour tout entier n > 2
On en déduit en posant @ = 1 et b = x et étant tenant compte du fait
que Vk 1F =1
l—a"=(0-2)(1+z+a?+ - +a" 3+ 242"
3. Soit un entier n > 2, soient la fonction numérique f d’une variable réelle
définie par

19



flx)=1+z+22+-- + 2"

et la fonction numérique g définie par

g(z) =1+2x+32% + -+ + nz"!

(a) Quel est ensemble de définition de f 7 Quel est I’ensemble de défini-
tion de g7
f est une fonction polynéme de degré n donc est définie sur R
g est une fonction polynéme de degré n — 1 donc est définie sur R

(b) Si l’on suppose que z = 1, que vaut f(z) et que vaut g(z)?
fy=14+1'+12+...+1"=1+1+---+1=n+1

1
g(l):1+2+3+~~+n:@

(c) Silon suppose que = # 1 :
e Déterminer une expression simplifiée de f(z) sous forme d’un quo-

tient.
Comme 1 —a"=(1—z)(1+a+a2+ -+ 3+ 2471
alors
-zl =1-a)l+a+2?+ -+ 34272 271 4 27)
1— xn—&-l

f(z) = 1 car x # 1

e Déterminer une expression simplifiée de g(z) sous forme d’un quo-
tient.

Comme f est une fonction polynoéme de degré n alors f est déri-

vable sur R et f/(z) = g(x) donc g(x) =

—(n+1Da2"(1—2)—(-1)(1—

$n+1)

(1 —a)?
n(—n—1 1
En simplifiant g(z) = call n(l — I);w) *
e En utilisant le produit zf(z) retrouver 'expression simplifiée de

f(z)

flz)y=1+z+a?+ - +a"
rf(x)=x+22+a3 4+ 42"+t

donc f(x) —zf(x) =1—a"*t d'ou f(z)(1 —2) =1 — 2"+ donc

1_ n+1
flx) = 1f£ car ¢ # 1
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5.16 Exponentielle

Soit un réel z > 0.
Démontrer par récurrence que

no_k
T x
Vn € N Z o <e
k=0
5.16.1 Corrigé
n gk
- xT
Notons pr(n) : "Vn € N Z—' <e
1. Etape 1: Inltlahsatlon enn=0:
ok
A-t-on pr(0) ? c’est-a-dire a-t-on Vn € N Z — < e 7 c'est-a-dire a-t-
k=0
20

on — < €% c’est-a-dire a-t-on 1 < e* 7?7
oui car comme z > 0 alors exrp étant une fonction croissante alors
exp(x) > exp(0) donc e® > 1.
La propriété est vraie au rang n = 0
2. Etape 2 : Hérédité :

Soit un entier n >0 .
2k

Supposons que pr(n) est vraie c’est-a-dire que Z — <e€”
k=0
n+1 k:
Démontrons que pr(n + 1) est vraie c’est-a-dire que Z — <e”
k=0
n l'k n+1 n+1 xk n+1 l'k n+1 £L'k71
_ _ / r
Notons P, (z) = Z i alors P11 (z Z o 1 [Z ﬁ] = Z[E] = Z ]<;T
k=0 k=0 k=0 k=0
n+1 k—1 n+1 k—1 n j
T T T .
TILH(x):ZkT:ZWZZﬁ en posant j =k — 1
k=1 k=1 j=0

2k
D’apreés I'hypothése de récurrence : Z — < e“donc P (x) <e”

Posons f(x) = Pny1(z) — e® alors fk(;co) =P

n

41 —e? <0doun

T 0 +00
f'(@) -
0
f(z) N

car f(0) = P,41(0) —e’ =1-1=0.
Par conséquent, f(x) <0 donc P,41 < €® donc pr(n + 1) est vraie.

3. Conclusion : pr étant initialisée en 0 et étant héréditaire est donc vraie
pour tout entier naturel n > 0
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5.17 Suite

Soit une suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : ug = a et
Un+1 =
Up . .
o> st n est pair
Un + 1 8@ n est impair
1. Déterminer les 8 premiers termes de cette suite.

2. Déterminer par récurrence que pour tout entier naturel p :

a w1
7,

U2ptl = opig T gy
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