Introduction au calcul matriciel

Christian CYRILLE
27 octobre 2016

"Dessiner une belle matrice est simple, la faire fonctionner demande des milliers
d’heures d’explication”
Percy Barnevik

1 Activités d’introduction

1.1 Activité 1

Lors d’'un examen, on a relevé les notes de langues vivantes LV;, LV, et LV3 pour plusieurs
éleves.
Ces notes sont plagées dans la matrice A suivante :

12 10 14 16 18 17
A=110 13 14 14 15 15
18 19 13 12 13 16

1. Donner l'ordre de cette matrice A.

2. Que représente la premiere ligne de cette matrice ?
3. Quelle est la note obtenue en LV; par I'éleve 3?

4. Donner la valeur des éléments a11,a23,a33 et azg

1.2 Activité 2

Une société de vente par internet propose quatre sortes de vétements de sport : maillots, shorts,
chaussures et survétements.

Elle propose 6 tailles pour chaque modele.

Les prix HT, en €, sont donnés par la matrice A :

10 10 11 11 12 12
6 6 7 8 8 9
60 60 60 60 60 60
70 70 70 80 80 80

A:

pour chaque article acheté, la société propose :
une casquette a 2€ si le prix de l'article est strictement inférieur a 20€
une casquette & 1€ si le prix de l’article est compris entre 20€ et 70€
une casquette gratuite si le prix de l’article est strictement supérieur a 70€

°
L]
L]
1. Ecrire la matrice B donnant le prix d"une casquette pour chaque article.
2.

Ecrire la matrice dont chaque terme est le prix total du lot formé d’un article et de la
casquette correspondante



1.3 Activité 3

Une petite entreprise commercialise 3 produits Py,P; et Ps.
A la fin d’une période de 4 semaines, les quantités vendues par semaine sont données par la
matrice des quantités Q suivante de dimension 4 x 3 :

45 120 10
|50 90 15
Q=132 132 1
40 98 9

Durant la période de quatre semaines, le prix unitaire hors taxe du produit P; est de 2€, pour
le produit P, de 1€ et pour le produit P; de 3€.

1. Ecrire la matrice diagonale P avec les prix unitaires sur la diagonale principale.
2. Déterminer la matrice V des prix de vente hors taxe pour ces 4 semaines.

3. Déterminer la matrice TTC formée des montants que l'entreprise a encaissé pour la vente
de tous les produits Py, P, et P; pour la période étudiée avec un taux de TVA de 19, 6%
sur ces produits.

1.4 Activité 4

On considere les 2 suites réelles (u,) et (v,) définies par leurs premiers termes g et vy et les

relations de récurrence :
Upy1 = 6Uy — Uy

N
Vn € { vn+1:un+4vn

1. Montrer qu’il existe une matrice A telle que Vn € N (u”H) =A (u”)
Un+1 On

2. Montrer que I’on peut écrire A = 51 + | ot I est la matrice unité (é (1)) et ] une matrice

que l'on déterminera.
3. Calculer J? puis J* pour tout k > 2
4. Calculer alors A" pour toutn € IN

5. En déduire les expressions de u; et de v, en fonction de n, ug et vy

1.5

Le calcul matriciel est trés utilisé en économie, en particulier en comptabilité nationale avec le
tableau d’entrées-sorties(TES) et les matrices de Leontiev.

Soit A la matrice des coefficients techniques, X le vecteur production et D le vecteur demande
finale alors :

consommation intermédiaire + demande finale = production

= AX+D=X<=D=X-AX<=D=IX-AX<=D=(I-A)X <= X=(I-A)"'D



2 Définitions
2.1 Définition d’une matrice a n lignes et p colonnes

C’est un tableau de n p éléments a;; o1 a;; est un réel situé a l'intersection de la i-eme ligne et
de la j-ieme colonne, le numéro de ligne i variant de 1 a n et le numéro de colonne j variant
delap.
La matrice M se note simplement M = (a;;).

a1 412 413 A4i4

A1 a2 dz3 A4
Par exemple, pourn =5etp =4alors M = | a3; a3 433 as;

aq1 A42 A43 44

as1 dsp Ads3  Asg

2.2 Ensemble M, ,(R)

c’est I'ensemble de toutes les matrices M = (a;;) oi1 les a;; sont des réels.
Lorsque 1 = p, les matrices sont dites carrées d’ordre 7. Dans ce cas M, ,(R) se note M, (R)

2.3 Matrice ligne

C’est un élément de M1 ,(RR).
Exemple : pourp =3, M = (-5 8 7)

2.4 Matrice colonne

C’est un élément de M, 1(R).
-2
3
Exemple : pourn =4, M = 7
6

2.5 Matrice nulle O, ,(R)

C’est la matrice (a;;) ot pour tout i variant de 1 a et pour tout j variantde 1a p, a;; = 0.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, O, (IR) se note simplement O/

00
Exemple:pourn =3etp=2,0= (0 0

00

3 Opérations matricielles

3.1 Somme de matrices

Si M = (a;j) et N = (b;j) sont de matrices de méme format (7, p) alors on appelle somme des
matrices M et N qu’on note M + N la matrice suivante : (a;; + bjj).

1 2 7 8 8 10
Exemple: (3 4|+ (9 10]=(12 14
5 6 11 12 16 6



3.2 Multiplication a gauche d’une matrice par un réel
Sik € Ret M = (a;;) une matrice de format (1, p) alors on appelle kM la matrice suivante :

(k llij).
Notation : (—1)M se note —M.

3 5 7 6 10 14
Exemple:SiM=| -2 -5 —-8|alors2M=|—-4 -10 -16

2 3 1 4 6 2

3.3 Produit d'une matrice de format (7, p) par une matrice de format (p, q)

Si M = (a;j) est une matrice de format (n,p) et N = (b;;) une matrice de format (p,q)
alors on appelle produit des matrices M et N qu’on note M N la matrice suivante : (c;j) ot

p
cij = ) by
k=1

1 2 13 2 19 4 25

. 3 4 1 2 3 4 5 |27 6 41 12 55
Exemple:Si M = 5 6|t N = (6 08 0 10) alors M N = 4 10 63 20 85
7 0 7 14 21 28 35

®

o Le produit de deux matrices n’est pas toujours possible. Il faut que le nombre de co-
lonnes de celle qui est placée a gauche soit égal au nombre de lignes de celle qui est
placée a droite.

e Le produit de matrices lorsqu’il est possible n’est pas forcément commutatif :

M 3N MN #NM
Exemple : Si M = (é 8) et N = (8 é) alors MN = (8 é) et NM = (8 8)

o L'exemple précédent montre aussi que le produit de deux matrices non nulles peut étre

la matrice nulle. On dit ici que M et N sont des diviseurs de zéro.



3.4 Structure d’espace vectoriel pour (M, ,(R), +,.)

1. L'addition + dans M, ,(IR) vérifie les 5 propriétés suivantes :

(a) + est une loi de composition interne dans M, ,(IR) :
VM e M p(R) VNeM,y(R) M+NeM,,(R)

(b) + est associative :
VM e M;,(R) VN e M,,p(R) VP e M;,(R) (M+N)+P=M+(N+P)

(c) + admet un élément neutre dans M, ,(R) :

(d) Tout élément de M, ,(R) admet un symétrique pour + dans M, ,(R) :
VM € Myp(R) 3M' € M, ,(R) M+M =M +M= 0O cest M = —M.

(e) + est commutative :
VM e M p(R) VNeM,,(R) M+N=N+M

On dit alors que (M, (IR), +-) est un groupe commutatif.
2. La multiplication & gauche . par un nombre réel vérifie les 4 propriétés suivantes :
@ VM€ M,p(R) 1M=M
(b) VM € M, ,(R) VA€R VpeR (A+pu)M=AM+uM
() VM e M;,(R) VAeR VueR (Au)M=(AuM
(d) YM € M, p(R) VN € M, ,(R) VA€R A(M+N) =AM+ AN

3. On dit alors que (M, ,(IR), +,.) possede une structure d’espace vectoriel réel.
Un vecteur est ici une matrice, le vecteur nul est la matrice nulle O

4 Autres propriétés

1. Le produit est distributif a droite et a gauche par rapport a I'addition dans M, (R) :
VM e Myp(R) VN e M,p(R) VP e My, (R)
M(N + P) = MN + NP
(M+ N)P = MP + NP

VM € Myp(R) YN € Myp(R) VAER (AM)N = M(AN) = A(MN)
M+X=N < X=N-M

M+N=M+P <> N=P

OM = MO =0

ISR N




5 Matrices carrées

5.1 Définitions

Lorsque n = p, les matrices sont dites carrées d’ordre n.
5.1.1 Matrice triangulaire supérieure

C’est une matrice carrée M = (a;j) o1 tous les a;; sont nuls pour tous les couples (i, j) tels que
j<i.

1 2 3
Exemple: M= |0 4 5
0 0 6

5.1.2 Matrice triangulaire inférieure

C’est une matrice carréeM = (a;;) o1 tous les a;; sont nuls pour tous les couples (i, j) tels que
j>i

100
Exemple: M= (2 3 0
4 5 6

5.1.3 Matrice diagonale

C’est une matrice carréeM = (a;;) ot tous les a;; sont nuls pour tous les couples (i, j) tels que

j#i.

1 00
Exemple: M= [0 2 0
0 0 3

5.1.4 Matrice symétrique

C’est une matrice carréeM = (a;;) o1 a;; = aj; pour tous les couples (i, ).

1 -2 3
Exemple: M= | -2 4 -5
3 -5 6

5.1.5 Matrice Identité d’ordre n

C’est la matrice carrée diagonale I ot tous les éléments de la diagonale principale valent 1.

1 00
Exemple:pourn =3onal= |0 1 0
0 01



5.2 Propriétés

Les propriétés de 'addition et de la multiplication a gauche par un nombre réel sont donc
valables dans M, (R) avec en plus :

1. Le produit de deux matrices carrées de méme format est interne dans M, (R) :
2.VYMe M,(R) MI=IM=M

5.3 Puissances d’une matrice

5.3.1 Définition
VM e My(R) MO=Tetvke N* Mr=M M-

5.3.2 Propriétés

1. VM € M,(R) Vje NVkeN* (M)k=M*et MIiMF = MItk
2. Attention! (M + N)?2 = (M+ N)(M + N) = M? + MN + NM + N?

3. Formule du bindme de Newton pour des matrices carrées A et B commutables
c’est-a-dire que AB = BA :

n . . n . .
VneN(A+B)" =) <”) AIBI =Y <”> Al B
=0 \J j=o\J
n
n—j
Souvent A = I la matrice de l'identité donc IB = B et BI = B donc IB = BI donc

VneN(HB)"_f(’]?) Iﬂ—fo_fC]?)IBf_f(’;) B

j=0 j=0 j=0

a cause de la symétrie des coefficients binomiaux puisque <]> =

Si de plus B est nilpotent c’est-a-dire Ik € N* BF = O.
Supposons par exemple B3 = O alors on démontre aisément que
Vj>3 Bl=QcarVj>3 B/ =BB3=0B3=0.

Ce qui fait que la somme précédente se simplifiera encore :

VneN(HB)":]i)(’;) Bf:]i)@.) B = (’S) B+ (’11) B+ (’;) B2

Donc (I + B)" = I + nB + @BZ




5.4 Matrice carrée inversible
5.4.1

On dit que la matrice carrée M € M, (R) est inversible s’il existe une matrice carrée N €
M, (R) telle que

M N = I on dit que M est inversible a droite
N M = I on dit que M est inversible a gauche

Onnote N = M~! sa matrice inverse.
L’ensemble des matrices carrées d’ordre n inversibles muni du produit des matrices carrées a
une structure de groupe. Ce groupe est noté G7,(R)

5.4.2 Propriétés

1. Iestinversibleet 71 =1

2. S’il existe N telle que MN = I et s’il existe P telle que PM = I alors N = P et par
conséquent M est inversibleet M—! = N = P

3. S’il existe N telle que MN = I alors NM = I et par conséquent M est inversible et
M1=N

4. Si A est inversible alors son inverse A~! est aussi inversibleet (A~1)"1 = A
5. Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et (AB)~! = B~1A~1
6. Si A est inversible alors on peut résoudre aisément les équations suivantes :
(@ AX=B < ATAX=A"1B <= IX=A"1B < X=A"1B
(b) XA=B — XAA1=BA! «— XI=BA! «<—= X=BA"!
() AX=AY < A TAX=A"TAY <= IX=1Y «<— X=Y
(d) XA=YA <= XAAT'=YAA™! <= XI=Y] <= X=Y

6 Ecriture matricielle AX = B d’un systéme linéaire carré
6.1 Définition

Tout systeme de n équations linéaires a n inconnues s’écrit sous la forme AX = B.
Par exemple, le systeme

a11X1 + a12x2 + a13x3 + aj4xs = by
ax1X1 + Xy + 33 + axxs = by
a31X1 + Xy + a33x3 + assxy = b3
A41X1 + Ag2X2 + A43X3 + Agexy = by

apin app 413 A4 x1 by

L. N a a a a 5 b
s'écrit A X =Bou A = ZLomER T PR 2letB = 2
a1 4z 433 as4 x3 b3

Ay A4 43 A4 X4 by




6.2 Interprétation matricielle des 3 regles concernant les opérations élémen-
taires sur les lignes d’un systeme linéaire

6.2.1 Regle 1: Permuter les lignes Lj et L;

Cela revient a multiplier a gauche la matrice A par la matrice I,(7,j) formée a partir de la
matrice identité I, dans laquelle on a permuté les lignes Lj et L;.

Exemple: Ly <> Ly

1 0 00 1 2 3 4 1 2 3 4
0 001 5 6 7 8| [13 14 15 16
0 010 9 10 11 12 |9 10 11 12
01 00 13 14 15 16 5 6 7 8

6.2.2 Regle 2: Multiplier la ligne L; a gauche par un réel k

Cela revient a multiplier a gauche la matrice A par la matrice J,(i, k) formée a partir de la
matrice identité I;; dans laquelle on a multiplié la ligne L; a gauche par un réel k

Exemple : Ly < 3L,

1 000 1 2 3 4 1 2 3 4

0 3 00 5 6 7 8| (15 18 21 24
0 010 9 10 11 12 |9 10 11 12
0 0 01 13 14 15 16 13 14 15 16

6.2.3 Regle 3: Remplacer la ligne L; par L; +kL;

Cela revient a multiplier a gauche la matrice A par la matrice K, (i, j, k) formée a partir de la
matrice identité [, dans laquelle on a remplacé la ligne L; par L; + kL;

Exemple: Ly <— Ly +2L3

1 000 1 2 3 4 1 2 3 4

01 20 5 6 7 8| [23 26 29 32
0 010 9 10 11 12 |9 10 11 12
0 0 01 13 14 15 16 13 14 15 16

&

Sil’on veut avoir I'équivalent des regles sur les colonnes, il faut multiplier a droite la matrice
A.
Exemple : Cy <+ C4

1 2 3 4 1 000 1 4 3 2
5 6 7 8 0001 [5 8 7 6
9 10 11 12 0010] (9 12 11 10
13 14 15 16 0100 13 16 15 14



7 Détermination de l'inverse éventuelle d’une matrice carrée

7.1 Utilisation d’un polyndme annulateur

7.1.1 Cas d’une matrice d’ordre 3
01 1
SoitA=1|1 0 1
110
1 2 1
1l=11 2
0 1 1

1 1 1 1
alors A2 = 0 1 0 = + 1
1 0 1 0
1 0 0 01 1
=2(0 1 0]+1(1 0 1] =2I+A.
0 01 1 10

On a donc A2 — A —2I = O . Soit le polyndme P(x) = x> — x — 2. On constate donc que
P(A) = 0. P est donc un polyndme annulateur de A. On pourra donc prouver l'inversibilté de
A:

Comme A? — A = 2] donc A> — Al = 2] d'ott A(A—1) =2I.

1 0 1
1 1 0
2 11

)
)

2 00
020
0 0 2

On en déduit que A %(A—I) = I donc A est inversible et son inverse A~! = %(A—I) =
1 1 1
2 2 2
-1 1 1
IR
1 1 -1
1 1 1
2 2 2

7.2 Cas d’une matrice d’ordre 2

. . a b a b
Soit la matrice A = (c d) telle que det(A) = ¢ d

alors A2 — (@ b\ (a b\ _[(a*+bc ab+db

“\c d)\c d) \cat+cd cb+d?
_ a b 10 a’>+bc ab+db

Or (a+d)A— (ad —bc)l = (a+d) <c d>—(ud—bc) (O 1) (ca+cd cb—l—dz)

On obtient donc A? = (a +d)A — (ad — bc)I d’ot A2 — (a+d)Al = —(ad — bc)I .

On en déduit que A[A — (a +d)I] = —(ad — bc)I d’oix A[ad_— bC(A —(a+d))] =1

Par conséquent, A est inversible et

- -1 -1 a b a+d 0 1 d -b
1 _ _ _ — = —
A= ad—bc(A (a+d)D) ad—bc[<c d) ( 0 a—i—d)] ad — bc (—C 11)

Théoréme

‘—ad—bc#o

b

b) telle que det(A) = ‘? J

Toute matrice A = <a
c d

1 d -b
-1 _
A= (C a)

‘ = ad — bc # 0 est inversible

10



7.3 Méthode de Gauss-Jordan

On écrit cote a cote les matrices A et I. Ensuite par la méthode des pivots on essaie de transfor-
mer Aen |

7.3.1 Exemplel

2 1 0 10

Soient les matrices A= (1 0 1 I=10 1
51 2 00
L

En utilisant la regle L, <

1

1 01 0
On obtient 210 1

51 2 0

En utilisant la regle Ly <— Ly, — 2L,
1 0 1
On obtient 01 -2
51 2

— o O
N~ —

En utilisant la regle L3 <— L3 — 5L,
1 0 1
On obtient 01 —

o= o
\
N
o

o= o
o |
N
==

\_/ \_/

En utilisant la regle L3 <— L3 — Ly

1 0 1
On obtient 01 -2

0 0 -1
En utilisant la regle L3 <— —L3

1 0 1 0 1 0
On obtient 01 -2 1 -2 0

0 0 1 1 3 -1
En utilisant la regle Ly < L1 — L3

1 0 O -1 -2 1
On obtient 01 -2 1 -2 0

0 0 1 1 3 -1
En utilisant la regle Ly <— Ly +2L3

1 00 -1 -2 1
On obtient I=10 1 0 G=1| 3 4 -2

0 01 1 3 -1
On a eu 3 pivots non nuls : 1,1, 1. En examinant les transformations de A en I , on en déduit
que:

o [ =K;(2,3,2)Ky(1,3,—1)]u(3, —1)Kn(3,2, —1)Ky (3,1, =5)Ky(2,1, =2)I,(1,2) A = GA
donc A est inversibleet Al = G

o G=GI=Ku(23,2)Kn(1,3,-1)]u(3, 1)Ky (3,2, —=1)Ky (3,1, =5)K, (2,1, —=2) I,(1,2)1

e Tout systéme associé AX = B a donc une solution unique X = A~!B. Un tel systtme
est alors appelé systéme de Cramer du nom de Gabriel Cramer, mathématicien suisse
(1704-1752).

11



7.3.2 Exemple 2

2 -1 1 1 00
Soient les matrices A= |1 1 =2 I=|{0 1 0
4 1 -3 0 01
En utilisant la regle Ly <> Lq
1 1 -2 010
On obtient 2 -1 1 1 0 0
4 1 -3 0 01
En utilisant la regle Ly <— Ly — 2L,
1 1 =2 0 1 0
On obtient 0 -3 5 1 -2 0
4 1 -3 0 0 1
En utilisant la regle L3 <— L3 — 4L,
1 1 -2 0 1 0
On obtient 0 -3 5 1 -2 0
0 -3 5 0 -4 1
En utilisant la regle L3 <— L3 — L
1 1 -2 0 1 0
On obtient 0 -3 5 1 -2 0
0 o0 0 -1 -2 1

Onn’a eu que 2 pivots non nuls : 1, —3. Le 3éme pivot est 0.
o Le systeme associé AX = B n’est pas de Cramer et admet soit aucune solution, soit une
infinité de solutions.
e A n’est pas inversible

12



8 Matrice transposée
8.1 Définition

Soit A = (a;;) la matrice de format (1, p).

On appelle transposée de A qu’on note ‘A la matrice (aj;) de format (p, n)

8.2 Exemples

-5
1.SiM= (-5 8 7)alors'M = (8)

7
_2
2.SiN = g alors'M=(, 3 7 6)
6
1 2 7 8 1 2 7 8
3. SitA= (3 4|etB=[9 10]alorsA+B= {3 4|+[9 10
5 6 1 12 5 6 1 12
135 7 9 11 8 12 16
t t _ _ _t
A+B_<2 4 6)+(8 10 12)‘(10 14 18>_ (A+B)
12
4. Soit A = g 2 etB-(é g 2 3 150> alors
7 0
1 2 13 2 19 4 25
ap_ |3 4|1 234 5\ _[7 6 411255
=15 6|\6 0 80 10|41 10 63 20 85
7 0 7 14 21 28 35
16 13 27 41 7
2 0 2 6 10 14
Bta=|3 8 (; i 2 g>: 19 41 63 21| =' (AB)
40 4 12 20 28
5 10 25 55 85 35

8.3 Propriétés

1 t(tA) = A
2. Pour toutréel k, f(kA) = k'A

3. Si A et B sont des matrices de méme format alors /(A + B) =! A+ ‘B
4. Attention!!! Lorsque le produit AB est possible alors '(AB) = 'B'A

13

)=

8 10
12 14
16 18

|



9 Matrices symétriques et matrices antisymétriques

9.1 Définition

1. Une matrice carrée M est dite symétrique lorsque ‘M = M donc Vi Vj a;; = aj;. Les
termes de la matrice sont symétriques par rapport a la diagonale principale.

2. Une matrice carrée M est dite antisymétrique lorsque ‘M = —M donc Vi Vj a;; =
—aj;. Les termes de la diagonale principales sont forcément nuls.

9.2 Propriétés

Toute matrice carrée M se décompose de fagon unique en la somme d’une matrice carrée
symétrique et d’une matrice carrée antisymétrique.

On dira que l'espace vectoriel M, (R) des matrices carrées d’ordre n est somme directe du
sous espace vectoriel F des des matrices carrées symétriques et du sous espace vectoriel G des
des matrices carrées antisymétriques.

9.2.1 Démonstration par analyse-synthese

1. Analyse :
Supposons que M = S+ A ou S est une matrice symétrique (donc 'S = S)et A une
matrice antisymétrique (donc fA = —A).
Alors'M =t (S+A) =S+ !A=S—-A.
Comme
M=S+A

{ IM=S—-A

alors

S= 1(M+ M)

A= (M- ‘M)

2. Synthese :
1 1
Soit M une matrice carrée. Soit S = E(M + 'M)etA = E(M — M) alors
@ M=S+A

1 1 1 1
() 'S =" (G(M+ 'M)) = 5 (M+ 'M)) = S ('M+ '('M)) = 5('M+ M) =S
donc S est symétrique.
1 1 1
(© A=t (5 (M~ M) = 3 (M~ 'M)) = (M~ "('M)) = (M~ M) = —4
donc A est antisymétrique.

3. Exemple :

14



-2 3 -1 -2 5 1
SoitM=1|5 4 —1|alorstM=[3 4 -3
1 -3 2 -1 -1 2

1 -2 4 0
S= E(M +M)=| 4 4 2] estsymétrique
o -2 2

0 -1 -1
A=(M—-"'M)= (1 0 1 ) est antisymétrique
1 -1 0

That’ All Folks!!!

15



10 Exercices

10.1 Exercice

1. Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui
(a) saisit au clavier les termes de deux matrices A et B de format (#, p)
(b) détermine puis affiche la matrice A + B
2. Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui
(a) saisit au clavier les termes de deux matrices A et B de format respectif (1, p) et

(p.q)
(b) détermine puis affiche la matrice AB

10.1.1 programme Turbo-Pascal d’addition de 2 matrices

program additiondematrices;
uses wincrt;
const nmax=100;pmax=100;
type matrice = arrayl[l..nmax,l..pmax] of integer;
var A,B : matrice;
n,i : 1..nmax;
p,j : 1..pmax;
begin
clrscr;
(* entrée des données *)
write(’Veuillez taper au clavier le nombre de lignes n =’);

readln(n) ;
write(’Veuillez taper au clavier le nombre de colonnes p =’);
readln(p);
writeln(’Veuillez taper les ’, n*p, ’ termes de la matrice A ’);
for i := 1 to n do
begin
for j := 1 to p do
begin
read(A[i,jl);
end;

writeln;

end;
writeln(’Veuillez taper les ’, n*p, ’ termes de la matrice B ’);

for i := 1 to n do
begin
for j := 1 to p do
begin
read(B[i,jl);
end;
writeln;
end;

(* Traitement et sortie des résultats *)

16



writeln(’Voici la matrice A + B ?’);

for i := 1 to n do
begin
for j := 1 to p do
begin
write(A[i,j]l + B[i,j1, *> ’ );
end;
writeln;
end;
end.

10.1.2 programme Turbo-Pascal produit de 2 matrices

program produitdematrices;

uses wincrt;

const nmax=100;pmax=100;qmax=100;

type matricenp = array[l..nmax,l..pmax] of integer;
matricepq =arrayl[l..pmax,1..gmax] of integer;
matricenq =array[1l..nmax,1..gmax] of integer;

var A : matricenp;
B : matricepq;
C : matricenq;

n,i 1..nmax;
p,j : 1..pmax;
q,k 1. .gmax;
begin
clrscr;

(* entrée des données *)

write(’le nombre de colonnes de A doit &tre égal au nombre de lignes de B’);
write(’Veuillez taper au clavier le nombre de lignes de la matrice A , n =);
readln(n);

write(’Veuillez taper au clavier le nombre de colonnes de la matrice A, p =’);
readln(p);

write(’veuillez taper au clavier le nombre de colonnes de la matrice B, q =’);
readln(q);

writeln(’Veuillez taper les ’, n*p, ’ termes de la matrice A ’);
for i := 1 to n do
begin
for j :=1 to p do
begin
read(A[i,j1);
end;
writeln;
end;
writeln(’Veuillez taper les ’, p*q, ’ termes de la matrice B ’);
for j := 1 to p do
begin
for k := 1 to q do
begin

17



read(B[j,k]1);
end;
writeln;
end;
(x Traitement et sortie des résultats *)
writeln(’Voici la matrice C = A B ’);
for i := 1 to n do
begin
for k := 1 to q do
begin
Cl[i,k] :=0;
for j =1 to p do
begin
Cli,k]:=C[i,k] + A[i,jIB[j,k]
end;
write(C[i,kl,’ ’);
writeln;
end;
end.
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10.2 Exercice

1.

hS
Il
N = =
=N

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, déterminer l'inversibilité éventuelle de la matrice
A et en cas de réponse positive, déterminer A~

= NN

10.2.1 Corrigé

RS
O R R
_ O =
_ = O
v

en utilisant les changements
en utilisant les changements

en utilisant les changements
{ L3+ L3—L2

1 0 1
01 -1
00 2
1
L —L
{ 39(2 3

1 0 1
01 -1
0 0 1

{ Ly<+ Ly+ L3

en utilisant les changements

en utilisant les changements

19



OO =
o= o
—_ O

en utilisant les changements
{ Ll «— Ll — L3

1 00
010
0 01

On obtient ainsi I donc la matrice A est inversible.
Le processus utilisé plus haut sur la matrice A avec les regles Ry, Ry, R3 sera appliqué a la
matrice identité I qui va se transformer en A~!:

100
010
0 0 1
en utilisant les changements
{ L1 < Lp
010
100
0 0 1
en utilisant les changements
{ L, <+ L,—L1
0 1 0
1 -1 0
0 0 1

en utilisant les changements
{ L3+ L3—L2

(_10

en utilisant les changements

{ Ly +— —
0
( 1 —1 0
-1 1 1
2 2 2
en utilisant les changements
{ Ly« L+ L3

I
ST ST
|



en utilisant les changements

alors

Mlustration sous Maple :

restart; with(linalg);

Al := matrix([[1, 1, 0], [1, O
A2 := swaprow(Al, 1, 2); B2 :=
A3 := addrow(A2, 1, 2, -1); B3
A4 := addrow(A3, 2, 3, -1); B4
A5 := mulrow(A4, 3, 1/2); B5
A6 := addrow(A5, 3, 2, 1); B6
A7 := addrow(A6, 3, 1, -1); B7
evalm(inverse(Al));

10.2.2 Corrigé

en utilisant les changements

en utilisant les changements

en utilisant les changements

=
T
—~
—_
\
—~
(e8]

1 -1

P s
|
N‘»—\ NI = Nl=
T I\)“ Y
—_
NI = N I\)‘

11 -1
2 2 2
a1 =11
2 2 2
-t 1 1
2 2 2

, 11, [0, 1, 1]11); det(A1); B

swaprow(B1, 1, 2);
:= addrow(B2, 1, 2, -1);
:= addrow(B3, 2, 3, -1);

:= mulrow(B4, 3, 1/2);

:= addrow(B5, 3, 2, 1);
:= addrow(B6, 3, 1, -1);

S

Il
N R =
N
A~ NN

[y
~
N

N ==
—eo 7
= NN

{ Ly Lp— 1L,

N O =
_ O
= O DN

{ L3 <> Ly —2L4

21
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cor
_ o
conN

en utilisant les changements
{ L3+ L3—1Lp

L
0
1
0

S O -
S ON

Comme il n'y a pas trois pivots A ne sera pas inversible et A~! n’existera pas.
Ilustration sous Maple :

restart; with(linalg);

Al := matrix([[1, 1, 2], [1, O, 2], [2, 1, 4]11); det(Al);
A2 := swaprow(Al, 1, 2);

A3 := addrow(A2, 1, 2, -1);

A4 := addrow(A3, 1, 3, -2);

A5 := addrow(A4, 2, 3, -1);
evalm(inverse(Al));
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10.3 Exercice

Soit A une matrice nilpotente c’est-a-dire une matrice carrée d’ordre n telle qu’il existe un
enitier naturel p non nul tel que A” = O

1. Exprimer de deux fagons diférentes AP — I.

2. En déduire que A — I est inversible et déterminer son inverse (A — I)~!

10.3.1 Corrigé

1. (a) Comme A” = QOalors A? — [ = —1I.

(b) AP — = AP — [P
=(A—D)(APL+ AP2T 4 APT3P2 . 4 A2IP73 4 AIP2 4 [P
Or Vk € IN I¥ = I et pour toute matrice M on a MI = I donc AP — T = (A —
DAPL 4 AP2Z 4 AP 3+ A2+ A4

2. Par conséquent, —[ = (A —I)(AP~1 + AP=2 4+ AP=3 ...+ A2+ A+ 1) donc A — I est
inversible et

p—1
(A—I)fl:_Apil—Ap*z—Apf‘%—---—Az—A—I:—ZAk
k=0

10.4 Exercice

Soient A et B des matrices telles que A + B = AB. Démontrer que I — A est inversible et
déterminer son inverse (I — A)~!
10.4.1 Corrigé

Comme A+ B = ABalorsA+B+1=AB+Idoncl=AB+1—-A—-B.
Onen conclutque I = (I — A)(I—B)car > =Iet[A= AetIB=B
Par conséquent, la matrice I — A est inversible et son inverse (I — A) "' est I — B

23



10.5 Exercice

Soit

1. Exprimer A? en fonction de A et de I

2. En déduire que A est inversible et déterminer A~!

10.5.1 Corrigé

Soit

2 2 -2 2 2 -2 12 4 -4 8
A2=|(3 1 3 3 1 3|=(6 10 6]=1]0
-1 1 3 -1 1 3 -2 2 14 0

donc A2 =8I +2A

o ®o

® oo

N———
_l_

I

Ny O

NN
|

oo L

2. Par conséquent 8] = A? —2A = AA —2AI = A(A—2I) donc I = %A(A -2I) =

Ag(A~2D)
1
doncAestinversibleetA_lzg(A—ZI):
1 -1
° 1 7
2 2 =2 -2 0 0
%313+%0—20:§i§
11 3 0 0 -2 8 8 8
-1 11
8 8 8
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10.6 Exercice

1. Soit
01
=3 o)
Déterminer I'expression de | en fonction de 7.

2. Exprimer alors A" sachant que

10.6.1 Corrigé

1. Soit -
(1 o)

» (0 1\ /0 1) (1 0

F={1 o)1 0o/= (0 1

Par conséquent ]2 = I et on démontre aisément par récurrence que Vn > 2 ona J" = I si

n pair et [ = | si n impair
b
A:
2
n

N R EEHIE

4
n
donc A = I+ %] . On peut alors appliquer la formule du bindme de Newton car les

a a a a a
matrices I et ” J sont commutables puisque (n I n( J) " ] (n )

alors

. item Soit

donc

o I

P < t A" = ; (n) -k E]k: - (n Ek]k
ar Consequen( )kgo k (n ) kgo k (n)
B a nn—1), a,, n\  a.3 Ay
_1+nn]+2(n)1+(3)(n)]+ +()"

=L+ DGR (5) G (G
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10.7 Exercice

Soit

10.7.1 Corrigé

1. Soit
alors
(a)
A2 = AA =
(b)
donc A3 = _—1A
2
(o)
s 1,
donc A* = 7A

1. Calculer A2, A3, A%, A% et A®

2. Déterminer l'expression de A" pour tout n € IN*

S N
O NI= O

A’ = AA% =

At = AA® =

26

S N =

S N =

O == O

S |-

S NI~ O

S N
—_ S NI= O

rlM»—\O»&k‘l

O = O

3. La suite (A"),cN+ a-t-elle une limite quand n — +00?

o NI= O

—_

oo\»—\ooo‘|



(d)

1
0 3 0
Moant= |1 o 1
8 1 8
0 3 0
5 1
donc A° = ZA
© 1 1
T
AS=AA=| 0 % 0
1 0 i
16 16
donc A® = %Az
2. On démontre par récurrence que
(a) sin =2p alors
GV P C
2p+1 2p+1
At = AZp _ 0 (_1)].7 0
P
(-1t (-1)?
2p+1 op+1
donc A% = (_71)?*1142
(b) sin =2p+1alors
(=1”
0 p+1
_1\p+1 _1\P
Al = A2p+1 _ ( 21]11 0 ( pi)l
(_1)p+1
0 op+1

donc A%+ = (_71)”/1

-1 -1
3. Comme —1 < — < lalors lim (—)?"'=0donc lim A" =0
2 pr—+oo n——+00
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10.8 Exercice

Soit

Déterminer ’expression de A” pour tout n € IN

10.8.1 Corrigé

Méthode 1
Soit
01 1
A=11 0 1
1 10
alors

01 1\ /0 1 1 21 1
A2=AA=1(1 0 1|1 0 1]=1[1 2 1
110/ \1 10 11 2

donc A2 = A +2I

A3 =A2A=(A+21)A=A?+2]A=A%2+2A = A+21+2A =3A +2I

A* = A3A = BA+21)A =3A%2 +2]A =3A2 +2A =3(A +2I) +2A =5A+ 61
AV =1=0A+1I

5. Al=A=1A40I

Posons A" = a,A + b,1
alors a, 1A + b, 1] = A" = A"A = (a,A +b,1)A
=0, A2+ by A =a,(a+ 2I) + by A = (an + by) A + 2a,1 donc

Api1 = an + by
byt1 = 2ay

L

donca, 41 = a, +2a,_1. On est donc en présence d'une suite définie par une récurrence linéaire
double.

Son équation caractéristique est : g> — g — 2 = 0 de solutions q; = —1 et g, = 2.

Par conséquent, a, = a2" + B(—1)" ol a et B vérifient

0=ag=a2+B(-1)°
{ 1=a; = a2 +B(-1)!

donc
O=a+p
1=20—-8
doncac:%etﬁ: %d’oﬂ
oy = %z" - %(—1)"
1,4 1 -
by = 28,1 = 2(32" 1_ ;D" h
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Comme A" = a, A + b, I on obtient donc

A" %(2"+( 1)"“)A+§(2”*1+(—1)")1
qu'il faut ensuite prouver par récurrence.
Méthode 2
Soit
01 1
A=11 0 1
1 10
alors
1 1 1 1 00
A=11 1 1|—-(0 1 0]=B-1I
1 11 0 0 1
Or

donc B? = B2B = 3BB = 9B. De méme B* = B3B = 9BB = 27B.

On démontre par récurrence que V¥ € N* ona B" = 3""1B

Alors Vn € N A" = (B — I)" On peut appliquer alors la formule du bin6me de Newton car
(-B)[=1(—B) =—B

n
DoncVn e NA" = ) (”) (—1)"—kn—kpk

— \ k
_ (g) (—1)" "B :io (n) (—1)nkBk = i ( ) Ji-kgk-1p
= ()" + ;B ;:21 ( ) )
= I+;B k:)( ) kst — (—1)" ( )30 (-1" I+;B(k§) (Z) (=) 3+ (=)™t
= (=)' + (=1)"1 B+;B(kio (Z) (—1)"F3k) = (—1)”I+(—1)”“%B+%B(3—1)”

_ (_1)”I—|— %B((—l)n—&-l —1—2”) — (_1)n1+ %(A-l- I)((_l)n—i-l +2n)
= %(3(—1)” + (_1)n+1 +2")] + %((_1)ﬂ+1 +2")A

done| A" = 2((~1)" +2" )1 + Z((-1)"" +2")A
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10.9 Exercice
Soit )
A= o)
Déterminer 'expression de A" pour tout n € IN*

10.9.1 Corrigé

a b a 0 0 b
A:(o a>:<0 a)+<0 O)Z“Hb]
weet= (5 Oerr=(§ Norr= (0 (0 H=( 9

On démontre alors par récurrence que Vn > 21’'ona " = 0.
Comme (al)(b]) = ab(I]) = ab] et (b])(al) = ba(JI) = ba] = ab] donc (al)(b]) = (b])(al),

on peut donc appliquer la formule du bindéme de Newton :

n 1
Vn € N A" = (al +b))" = Z <Z> akpkpk ke — Z (Z) a" K" Kpk Ik car Vi > 2 l'on a
k=0 k=0
Jt=0.
n

n_ (1 nyny0 70
Donc A <0>a1b] —|—(1

1 0 0 1
__ . n n—1
=a (0 1) +na"'b (0 O)

a"  nba"1
Vne N|A" = (0 o )

) an_lln_lblfl — an1+nan—1b]

10.10 Exercice
Soit )
=)
Déterminer ’expression de A" pour tout n € IN*

10.10.1 Corrigé

a b a 0 0 b
A:(b a>:<0 a>+<b 0>:al+bl

weet= (5 Qerr= (¢ Norr= (0 (¢ =3 9)

On démontre alors par récurrence que Vn pair 'ona [* = I et Vi impair l'ona J* = |
Comme I] = | = JI, on peut donc appliquer la formule du binéme de Newton :

n
VneNA" = (al+b])" =Y (’]Z) a' Tk prkpk gk
k=0

Vne N|A" = ) (Z) i S E Y (Z) a" kvl

k pair k impair
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10.11 Exercice
Soit
111
A=10 11
0 01
Déterminer 'expression de A" pour tout n € IN*

10.11.1 Corrigé

On démontre alors par récurrence que Vi > 31'ona J" = O

Comme I] = | = ]I, on peut donc appliquer la formule du bindme de Newton :

L 2
VneNA"=(I+])" =} @ k=Y (Z) 1t

k=0 k=0
Donc A" = <g> 1o+ (’I) '+ (Z) J2=1+n]+ @]2 Donc Vn € N
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10.12 Exercice

On considere les deux suites de nombres réels (u,)en et (vy),eN définies par leurs deux
premiers termes respectifs ug et vy et les relations de récurrence :

Uyt = 6Uy — Uy

V?’IGN{ Upt1 = Up + 40,

1. Montrer qu’il existe une matrice A telle que Vn € N on a

u?’l+1 — A Un
Un+1 On
2. Montrer que l'on peut écrire A = 51 + | o1 I désigne la matrice unité et | une matrice
que 'on déterminera.

3. Calculer A" pour toutn € IN

4. En déduire les expressions de u; et v, en fonction de 7, de ug et de vy

10.12.1 Corrigé
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10.13 Exercice EMLyon 02

On considére les deux matrices carrées d’ordre 4 suivantes :

100 0 1 1 -1 -3
010 0 11 1 -2
I=10 01 0|¢X=10 21 0o 1
000 1 1 1 0 -2

1. (a) Calculer K?

(b) En déduire que la matrice K est inversible et déterminer K~!
2. Soient a et b des nombres réels. Soit la matrice M = al + bK

(a) Montrer que M2 = —(a? + b?)I + 2aM

(b) En déduire que si (a,b) # (0,0) alors la matrice M est inversible et exprimer son
inverse M~ comme combinaison linéaire de I et de M.

(c) Application : déterminer 'inverse de la matrice

142 1 -1 -3
1 1+v2 1 -2
0 -1 V2 1
1 1 0 —2++2

10.13.1 Corrigé

On consideére les deux matrices carrées d’ordre 4 suivantes :

1000 1 1 -1 -3

010 0 1 1 1 -2

I=10 01 0|%X=10 21 0o 1

000 1 1 1 0 -2
1 1 -1 -3\ /1 1 -1 -3 1 0 0 0
11 1 2|1 1 1 =2 0 -1 0 0

2 _

L@K =1y 4 o 1 0 -1 0 1| o o -1 o0
11 0 —2/\1 1 0 =2 0 0 0 -1

(b) K> = —I donc K(—K) = I. On en déduit que la matrice K est inversible et K~! = —K
2. Soient a et b des nombres réels. Soit la matrice M = al + bK
(@) M2 = (al + bK)? = (al 4 bK)(al + bK)
= (al)(al) + (al)(bK) + (bK)(al) + (bK)(bK) = a*I? + abIK + baKI + b*K>
= a°I 4 abK + baK — b*I car I> = [ et KI = K = IK
= a?] — b + 2abK = a*I — b*I +2a(M — al) car bK = M — al
= a?l — b?I +2aM — 2a%1 = —(a® + b*)[ 4 2aM
(b) Comme M? = —(a? + b?)I + 2aM alors M? — 2aM = —(a? + b?)I donc M(M —
2al) = —(a? + b?)1

Comme (a,b) # (0,0) ona —
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On en déduit que la matrice M est inversible et

1
son inverse M1 = W(M — 2al)
(c) Application :
1+v2 1 -1 -3
la matrice M = (1) 1 tI/E \}E _12 =V2I+K
1 1 0 —2+vV2

Icia =+V2etb=1.
Comme (a,b) # (0,0) on a M est inversible et son inverse
1 1 1
-1 _ _ - - (M— i _
M= ——3 (M —2al) = —(M 2V2I) 3 (2v2I — M)
2v2-1 -1 1 3
Ml -1 v2-1 -1 2
3 0 Y |
~1 -1 0 2+V2
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10.14 Résolution de systémes linéaires
10.14.1

Résoudre le systeme d’inconnue (x,y,z) € R3:

xt+yt+z=1

—x+y+z=0

2x—y+z=1
Pour résoudre le systeme :

x+y+z=1

—x+y+z=0

2x—y+z=1

Il y a les méthodes classiques (substitution, combinaison linéaire, pivot de gauss,...) que vous
connaissez deja.

Parmi toutes ces méthodes , vous devez maitriser celle du pivot de Gauss en n’utilisant a chaque
fois qu'une seule des 3 regles Ry, Ry, Rz suivantes :

2. L; + )\Li

x+y+z=1 L
Y4 —x+y+z=0 Lp
2x—y+z=1 L3

en utilisant les changements
Ly
Ly < L+ Ly
L3

x+y+z=1 L
¢ 0+2y+2z2=1 Ly
2x—y+z=1 L3

en utilisant les changements
Ly
Ly
L3+ L3 —2L

xty+z=1

0+2y+2z=1

0-3y—z=-1
en utilisant les changements

Ly

Ly

L3 + L3+%L2
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x+y+z=1
0+2y+2z=1

1

en utilisant les changements
Ly
Ly
L 1 L
3 53

x+y+z=1
0+2y+2z

0+0+z=

N

en utilisant les changements

Ly
Ly <+ L2 —2L3
Ly

x+y+z=1
1
0+Qy+0:§

1
0+0+z—1

en utilisant les changements

en utilisant les changements

O0+y+0=

0+0+z=

N SN
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en utilisant les changements

L1+ Li—Lj
Ly
Ls
Y= 5
Ix+0+0=~
x+0+ 1
O0+1y+0= E
YT
0—1—0—#12—1
4
On a réussi a créer 3 pivots. Le systéme a une solution unique ¥ <=
‘e 1
2
-1
YTy
2—1
4
111
En conclusion § = {(5,1,1)}

Méthode matricielle.
Une nouvelle méthode consiste a utiliser les matrices.

x+y+z=1
—x+y+z=0
2x—y+z=1
1 1 1 x 1
-1 1 1 y| =10
2 -1 1 z 1

<= AX = B <= X = A"!B sous réserve d’inversibilité de la matrice A

Reste & déterminer si A est inversible et quelle est alors A~!?

Le processus utilisé plus haut sur le systeme donc sur la matrice A avec les regles Ry, Ro, R3 sera
appliqué a la matrice identité I qui va se transformer en A~!:

100
010
0 01
en utilisant les changements

Ly

Ly L+ 14

Ls
100
110
0 01
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puis en utilisant les changements

Ly
Ly
L3 < L3 —2L,

1 00
1 10
-2 01

en utilisant les changements
Ly
Ly

L3 + L3+%L2

0
0
1

|
—_
NIWRFk O

en utilisant les changements

NI—O O

en utilisant les changements

Ly
Ly < [2—2L3

Ls
1 0 0
3 -1
= — 1
2 2
-t 31
4 4 2
en utilisant les changements
Ly
Ly« L2 —2L3
Ls
1 0 0
3 -1 -1
4 4 2
-13
4 4 2
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en utilisant les changements

en utilisant les changements

Mlustration sous Maple :

restart; with(linalg);

Al := matrix([[1, 1, 11, [-1, 1, 1], [2, -1, 1]1]1); det(Al); Bl := diag(1$3);
A2 := addrow(Al, 1, 2, 1); B2 := addrow(B1, 1, 2, 1);

A3 := addrow(A2, 1, 3, -2); B3 := addrow(B2, 1, 3, -2);

A4 := addrow(A3, 2, 3, 3/2); B4 := addrow(B3, 2, 3, 3/2);

A5 := mulrow(A4, 3, 1/2); B5 := mulrow(B4, 3, 1/2);

A6 := addrow(A5, 3, 2, -2); B6 := addrow(B5, 3, 2, -2);

A7 := mulrow(A6, 2, 1/2); B7 := mulrow(B6, 2, 1/2)

A8 := addrow(A7, 2, 1, -1); B8 := addrow(B7, 2, 1, -1);

A9 := addrow(A8, 3, 1, -1); B9 := addrow(B8, 3, 1, -1)

evalm(inverse(Al));

On en déduit que
-1 1
2 2 2
Aol = o) 22
: i 4 2|\ 4
-t 31 1
4 4 2 4
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10.14.2
Résoudre le systéme d’inconnue (x,y,z) € R3:
y+z=1 L,

2O x+2y+2z=1 Ly
—x+y+z=2 L3

y+z=1 L
X0 x+2y+2z=1 L
—x+y+z=2 L3

en utilisant les changements

{ L+ L2
x+2y+2z=1
2o y+z=1

—x+y+z=2

en utilisant les changements
{L3(—L3+L1

Y=

x+2y+2z=1

X9 Ox+y+z=1
Ox+3y+3z=3

en utilisant les changements

1
L ~L
{ 3<—23

x+2y+2z=1
X9 Ox+y+z=1
Ox+y+z=1

en utilisant les changements
{ L3 “— L3 — L,
X<
Ix+2y+2z=1
Ox+ly+z=1
Ox+0y+0z=0
IIn’y a pas de 3eme pivot donc on n’aboutira pas a une solution unique
X

x= -1
y=1-z
zeR

En conclusion S = {(—1;1 — z;z)/z € R} contient une infinité de solutions.

Méthode matricielle
y+z=1 L4
P x+2y+2z=1 L,
—x+y+z=2 L3
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0 1 1\ [x 1
1 2 2] |y|l=11
-1 1 1) \z 2

<= AX = B <= X = A" !B sous réserve d’inversibilité de la matrice A

Reste & déterminer si A est inversible et quelle est alors A~1?

Le processus utilisé plus haut sur le systeme donc sur la matrice A avec les regles Ry, Ry, R3 sera
appliqué a la matrice identité I mais comme il n’y a pas trois pivots A ne sera pas inversible et
A~! n’existera pas.

Nlustration Maple :

restart; with(linalg);

A1l := matrix([[0, 1, 11, [1, 2, 21, [-1, 1, 111); det(A1); Bl := diag(1$3));
A2 := swaprow(Al, 1, 2); B2 := swaprow(B1, 1, 2);

A3 := addrow(A2, 1, 3, 1); B3 := addrow(B2, 1, 3, 1);

A4 := mulrow(A3, 3, 1/3); B4 := mulrow(B3, 3, 1/3);

A5 := addrow(A4, 2, 3, -1); B5 := addrow(B4, 2, 3, -1);

evalm(inverse(Al));

10.14.3

Résoudre le systéme d’inconnue (x,y,z) € R3:

y=2 L
i x—y—2z=-2 Ly
2x+3y—4z=1 L3

y= 2 L1
i x—y—2z=-2 Ly
2x+3y—4z=1 L3
en utilisant les changements
{ L+ L3
2x+3y—4z=1
L= x—y—2z=-2
y=2
en utilisant les changements
{ L+ L3
2x+3y—4z=1
e Ox+1y+0z=2
Ix -1y —2z= -2
en utilisant les changements

1
L L3 — =L
{ 3¢ L3 oL

41



2x+3y —4z =1
Ox+1y+0z=2

Y = 5
Ox — 2y + 0z = )

Ce systeme est impossible & résoudre car il équivaut a
2x+3y —4z =1
y=2
y=>

Par conséquent S = {} = @ Méthode matricielle.

y=2

X:iq x—y—2z=-2
2x+3y—4z=1

0 1 0\ [x 2
1 -1 22| (y|=[-2
2 3 -4/ \z 1

<= AX = B <= X = A !B sous réserve d’inversibilité de la matrice A

Reste a déterminer si A est inversible et quelle est alors A~!?

Le processus utilisé plus haut sur le systeme donc sur la matrice A avec les régles Ry, Ry, R3 sera
appliqué a la matrice identité I mais comme il n’y a pas trois pivots A ne sera pas inversible et
A1 n’existera pas.

10.14.4

Résoudre le systéme d’inconnue (x,y,z) € R3:

5. x+y—2z=1 L
lx—2y+z=4 Lp

5. x+y—2z2=1 L
|l x—2y+z=4 L,

en utilisant les changements
{ L+ L2-11

x+y—2z=1

ZC}{ Ox —3y+3z=3

en utilisant les changements
1
{ Ly §L2

x+y—2z=1

Z:){ Ox—y+z=1
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ce qui équivaut a
x+y—2z=1
y=z—1
ze€R
c’est-a -dire
x=z+2
y=z-1
ze R

En conclusion S = {(z 4+ 2;z — 1;z) /z € R} contient une infinité de solutions. Méthode matri-
cielle.

. x+y—22=1 L1
" x—2y+z=4 Lp

<~
1 1 =2 X 1
1 -2 1 y] =14
0 O 0 z 0

<= AX = B <= X = A~!B sous réserve d’inversibilité de la matrice A

Reste a déterminer si A est inversible et quelle est alors A~!?

Le processus utilisé plus haut sur le systeme donc sur la matrice A avec les regles Ry, Ro, R3 sera
appliqué a la matrice identité I mais comme il n’y a pas de solution unique alors A ne sera pas
inversible et A~! n’existera pas.
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10.14.5

Résoudre le systeme d’inconnue (x,y,z) € R3, m étant un parametre réel :

x+y+mz=m L
Y9 x+my—z=1 Ly
x+y—z=1 L3

x+y+mz=m L
Y:o x+my—z=1 Ly
x+y—z:1 L3

en utilisant les changements
{ L)<+ L,— L3
X+y+mz=m
Y= Ox+(m—1)y+0z=0
x+ty—z=1
en utilisant les changements
{ L3 “— L3 — Ll
X+y+mz=m
Y=< (m—1)y=0
—z(1+m)=1-—m
On est alors obligé de discuter :
1. oubienm # letm # —1

Alors
X+y+mz=m
Y e ¥=0
_om—1
Com+1
m—1 2m
X=m-m— = ———
m+1 m+1
¢ y=0
Z_m—l
T om+1
2m m—1
doncS—{(m, ,m)}
2. oubienm = —1
Alors
x+y—z=-1
L= y=
0z=2
doncS={}=0
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3. oubienm =1
Alors

xt+y+z=1
Y=< 0y=0
z=0
doncS={(1-y,y0)/yecR} =0
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10.15

-3 2 2
Soit la matrice M = | —2 5 4
1 -5 —4

1. Calculer M? et M3.
2. Montrer que M3 4+2M2 —M—21=0

3. En déduire que M est inversible.

10.15.1 Corrigé
10.16 Lemme de Hadamard

On dit qu'une matrice carrée A = (a;;) est a diagonale strictement dominante lorsque

n

Vie[|Ln|] lagl> Y lal
=17

Il s’agit de démontrer que toute matrice carrée a diagonale strictement dominante est inver-
X1
sible. Soit X | *2 | € Ker(A) et M = max{|x;| /i =1,2,--- ,n}
Xn
. Exprimer a;;x; en fonction des a;; ot j # i.
. Majorer alors [a; M| par une somme S faisant intervenir les [a;;| ott j # i
Majorer S grace a |a;;| M

Que vaut alors M ? Quelles sont les valeurs des x; ?

gk W=

Conclure.

10.16.1 Corrigé
X1
Soit X | *2 | € Ker(A).

Xn
Soit M = mgx{|xi|/i =1,2,--- ,Tl}

n n
1. Comme AX = O alors Vi Z LIZ‘]‘X]' = 0 donc ajiXi = — Z le‘jx]'
j=1 j=Lj#
n n
2. Comme a;;x; = — Z a;ix;j alors |a;|[x;| = |a;ix;| = | Z axi| < Z |aijxjl.
j=Lj#i j=Lij#i J=LjA
n
Notons S = ) |ajjxj.
J=Lj#

De plus, comme Vi |x;| < M alors |a;|M < S
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n n n

3. Commer |x]-\§MalorsS: 2 |61in]‘|: Z |a1]Hx]|§ Z \aij|M

j=Lj# J=Lj# J=Lj#i
n n
Par conséquent, S <M ) |ajj|. Or |a;| > Y |aj]
j=Lj#i j=Lj#

donc S < M|a;j;|. Cette inégalité est stricte si M # 0

4. Comme |a;;|M < SetS < M|a;;| alors S = M|a;;|
Donc M = 0. Par conséquent Vi |x;] =0doncVi x; =0doncX =0

5. L'endomorphisme associé a A est donc injectif en dimension finie donc bijectif donc A
est inversible.
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