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1 Laloi binomiale B(n; p)

1.1 Une dynastie de Mathématiciens Suisses

Jacob Bernoulli (1654 — 1705)

(1667 — 1748)

Son neveu, Daniel Bernoulli (1700 — 1782)



1.2 Schéma de Bernoulli

0 Q0 Q
On appelle schéma de Bernoulli un ensemble formé de n épreuves répétées,identiques et
indépendantes telles que qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :

e soit un succes S avec une probabilité p € [0;1]

e soit un échec S avec une probabilité g =1 — p
Cette situation a été étudiée par Jacob Bernoulli (1654 — 1705) un des membres de la famille
suisse Bernoulli qui a fourni de nombreux mathématiciens.

1.3 Exemples
1.3.1 Exemple 1

On jette n fois une piéce de monnaie. Si on considére comme succes S ="obtenir pile" alors
1
P=3

1.3.2 Exemple 2

On jette n fois un dé. Si on consideére comme succes S = "obtenir un numéro strictement supé-

2 1
rieur a 4" alors p = ‘ = 3

1.3.3 Exemple 3

Un coureur franchit n haies dans une course. On suppose qu’il ne se fatigue pas pendant la
course. On peut considérer comme succes S ="passer une haie sans la jeter"

1.4 Loi binomiale B(n; p)
(VERVERV)

Soit un shéma de Bernouilli.
La variable aléatoire X =" nombre de succés obtenus au cours des n épreuves" prend des
valeurs comprises entre 0 et 7.
e k succes et (1 — k) échecs arrivent avec une probabilité de p*(1 — p)
I'indépendance des épreuves.

n=k 3 cause de

5 ) . n
e on place k succes S en n épreuves ceci de ( k) fagons.

alors comme ces n épreuves sont disjointes deux a deux,

vkelloml) P(x=K) = (}) - pr*

En utilisant la formule du bindme de Newton, on prouve aisément que

n n n B
¥ P(x =) = Y- () - py =+ A= p) =17 = 1.
k=0 k=0

On dit alors que X suit la loi binomiale B(#; p)




1.5 Espérance et Variance
I © © Q© SiXsuitlaloi B(n; p) alors E(X) = np et Var(X) = np(1 — p) = npq
1.5.1 Démonstration de E(X) = np

EX:nkPX:k: (™) pk1 - "*k:nk” k(1 _ pyn—k
(0= LRp(X = k) = Lk () p-pr = Lk () -

k=0
K (n—1)!

= Lk 0 = L e g P

n—1
1\ o . B
np Yy <nj )P](l—m(” VT =nplp+ (1-p)]" ' =npl" 1 = np
j=

1.5.2 Démonstration Var(X) = npqg

Pour le calcul de var(X) on utilise 'astuce k? = k(k — 1) + k.
n

o E(X%) = ¥ RP(X = k) = k(e 1) 4 () pa - py
k=0 k=0

v _ n\ ke _ \n—k < Y\ krq _ \n—k

= kg)k(k 1) (k> pr1-p) +k§]k <k> pr(1-p)
e La deuxiéme somme est E(X)

n n

o Simplifions la premiére somme: ¥ k(k—1) ( pr1—p)"F =Y k(k—1) " pF(1—p)nF

P p k k
k=0 k=2

= ki k(k — 1)k'(nnik)'pk(1 _ p)nfk =n(n—1)p i = 2)'[(1(1”_—2?1 = 2)]|pk72(1 _ p)[(n72)7(k72)]
— ' ' ! !

- ) k=2
2y (n=2)!
== 0P L =)
e Dot E(X?) = n(n—1)p?> +np
e Par conséquent, d’apres la formule de Huyghens Koénig, on a :
Var(X) = E(X?) — [E(X)]? = n(n — 1)p? + np — n?p?
= n?p? —np? +np —n?p? = np —np* = np(1—p) = npq

(1= p) =T =n(n—D)pp+ (1= p)]" 2 = n(n — 1)p?

1.5.3 Remarque

Il est bon de savoir redémontrer avec précision ces deux propriétés car elles permettent de
maitriser les factorielles ainsi que les changements d’indices dans les sommes partielles.



1.6 Convergence de la B(n; p) versla P(A = np)

© Q0 0
e Si X suit laloi B(n; p)
o En théorie, lorsque nn — +coet p — 0
e En pratique, lorsque n est suffisamment grand (n > 30) et que np est suffisamment
petit (np < 5)
alors X converge en loi vers la loi de Poisson P (np)
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1.7 Convergence de la B(n; p) vers la N (np; \/npq)

(VERVERV

e Si X suit laloi B(n; p)

o En théorie, lorsque n — +o0 et p voisin de 0,5

e En pratique, lorsque 7 est suffisamment grand (n > 30) et np > 5etng > 5
alors

e X converge en loi vers converge en loi vers la loi normale N (np; /npq)

—np . . .
o /= converge en loi vers la loi normale centrée réduite N (0;1)
VvIpq

1
n
V1pq g 1 1
e En fait, avec une correction de continuité P([X = x|) = P(x — > <X <x+ E) ~
1 1
x+§—np) x—i—np> la f d delal 1
F(———=——) — F(———%——) ou F est la fonction de répartition de la loi normale
( V1pq Vv npq g

-5 -4 -3 -2 -1 [ 1 2 1 13 1 15

u=3s o=204
() (nomate 73]
BEE
po Jsxs[30 )= 0.9929



2 Laloide Bernoulli B(1;p)

C’est le cas particulier de la loi B(1; p). Icin = 1.
X suit la loi de Bernoulli veut dire que X; ne peut prendre que 2 valeurs :
e soit 1 avec une probabilité p
e soit 0 avec une probabilité g =1 —p
Dire qu’une variable aléatoire X suit une loi B(n; p) équivaut a dire que
X =X1+ Xp+ X3+ -+ X, ot toutes les X; sont indépendantes et suivent chacune une loi

de Bernouilli B(1; p)
Alors :
1. & partir de la loi B(n; p) on a directement : E(X) = np = 1p = p et Var(X) = npg =
1pg=p(1-p)
2. Mais on peut retrouver ces deux résultats autrement :
(a)
Valeurs de X; 0 |1 Total
P—P([X—xz]) l-plp 1
pixi 0 |p|EX)
i 0 |1
v Z
pix; 0 |p|EX)=p
Par conséquent Var(X;) = E(XJZ) —[EX)P=p—p*=p(1—p) =pq

n

(b) E(X Z Xij = Z E(X Z p = np en utilisant la linéarité de I'espérance.
j=it j= j=1
(c) Var(X) = Var( Z X;) Z Var(X Z pq = npq en utilisant le fait que les X;
j=1

sont 1ndependantes

3 Loi Constante C
3.1 Définition

© © O Ondit qu'une variable aléatoire réelle discréete X est constante ou certaine
lorsque 3IC e R Vw € O X(w)=C

3.2 Propriétés

VERVERV,
1L EX)=C
2. Var(X) =0

Démonstration évidente.



4 Laloi uniforme discrete U (n)
4.1 Définition

© QO QO Ondit qu'une variable aléatoire réelle X est uniforme discréte lorsque :

X <Q>={xy,x0 %} et Vke[ Ln]| P([X:k]:%

4.2 Propriétés

O © © Dansle cas particulier ot X < Q >=[| 1;n |]
_n+1
2
n?—1
12

1. E(X)

2. Var(X) =

4.2.1 Démonstration

cEX) =Y wP(X=x) =) xh = Ly o Ly o Lonlnr D)t
i=1 = g mia n
o E(X2) — = 2 Ly L o1 1 L 2 1 n(n+1)(2n+1):(n+1)(2n+1)
() = LatP(X = x]) = oty = L L = 6 6
(m+1)2n+1) n

o Var(X) = E(X?) — [E(X)]? =
A’ +6n+2-3n*—6n—-3 n?-1
N 12 12

6 4




5 Loi hypergéométrique ou loi des tirages sans remise
5.1 Définition

O © O Soit un schéma d'urnes particulier : Une urne contient 71 boules noires et 1,
boules blanches avec N = ny + n».

Soient 7 et k des entiers naturels . On tire sans remise et au hasard 7 boules de I'urne dont k
noires et n — k blanches.

n/% knoires @ @ @
’.. . . . n-k blanches O O

n; boules noires

| C)OOC%Q

nz boules blanches

Soit la variable aléatoire X = "nombre de boules noires tirées parmi les n boules tirées".
e Sin> Nalors P([X =k]) =0
e Sik>nalors P([X=k]) =0
e Sin < Net0<k<nalors

P(X =K) = <1;‘1> <1\’]1:7<1> _ @1) <nn_2k)
N

N
n
Comme0 <k<met0O<n—-k<nydoncn—n; <k<n
donc X < Q) >= [| max(0;n — ny); min(n;ny) |]

n
En notant p = ﬁl = la proportion de boules noires dans 1'urne

on dira qu’une variable aléatoire X suit une loi hypergéométrique H (N, n, p) de parametres
N,netpouN >0;n>0et0 < p <1lorsque

X<w>C[On|letvkeX<Q> P(X=FK)= (l\’]‘p> (Nil__kp))

()




5.2 Propriétés
5.2.1 P;:Formule de Vandermonde

oo et (1) - (8) ()

k=0 k=0

On peut I'expliquer autrement :
< ; > =le nombre de parties a n éléments dans un ensemble & N éléments = le nombre de parties

a n éléments ayant 0 boules blanches + le nombre de parties a n éléments ayant 1 boule blanche
+ -+ -+ le nombre de parties a n éléments ayant n boules blanches

nombre de parties a n éléments ayant k boules blanches

4
-5 () ()

5.2.2 D, : Corollaire de Vandermonde
O QO QO Soit N=2n;alorsl'ona:
=2 G2
( n = k n—k
5.2.3 DPj:Autre Corollaire de Vandermonde
QO QO O SoitN; =N, =nalorsl'ona:

() =5

5.2.4 Espérance et variance de la H(N, n, p)

O © Q© SiXsuitlaloi hypergéométrique H (N, n, p) alors
e E(X)=mnp

e Var(X) = Np(1 — p)N —

N-1

e D’apres la petite formule de Pascal, ona: (n1> =Mn <n1 ) donck ( ) =m (nl -1

k k \ k k—1
e De méme n (IZ) :N(IZ__11>
n n np —1 n
. E(X)ékp([xzc])ék%’sz");nl<k1]:1<%(;};k)

- % <N1_ 1) ,:Zl (r;cl—_ll) (nn—zk>'

n—1

)



o Orla Formule deVandermonde affirme que (n1 —1: n2> =

en posantk = j+ 1.

o _onm 1 n+ny—1
e On en déduit que E(X) = N /N -1\ ( n—1 )
n—1
nny Mo
NE n N = np .
CQFD.

10

D

k=0

- (

nq

k

) (277) qone ("

n—1

nm 1 (N1
N <N—1> n—1



6 Exercices
6.1 Exercice1: Lecture de la table de la 1oi binomiale

Dans chacun des cas suivants déterminer les résultats demandés a 1’aide de la table de la loi
binomiale.
On vérifiera les résultats obtenus ensuite par les formules.

1. On jette 5 pieces de monnaie. Calculer la probabilité d’obtenir 3 face et 2 pile.

2. Onjette 10 fois une piece de monnaie. Calculer la probabilité d’obtenir autant de faces
que de pile.

3. Quelle est la probabilité d’obtenir 4 piles en 7 coups de pile ou face? Quelle est la
probabilité d’obtenir 4 faces ?

4. Calculer I'espérance mathématique et la variance d’une variable suivant la loi bino-
miale 5(10;0,2)

6.1.1 Corrigé

1. On jette 5 piéces de monnaie. On est en présence d'un schéma de Bernoulli :
e 5 épreuves répétées identiques et indépendantes
e qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :

1
— soit un succes S obtenir pile avec une probabilité p = 5
— soit un échec S avec une probabilité g =1 — p

1
e Alors la variable aléatoire X : " nombre de succes" suit la loi binomiale 5(5, E)

Donc la probabilité d’obtenir 3 face et 2 pile est :
oy = () Byl — ol = 10 4
Px=2) = (3) PG =10 = 35 ~o s

2. On jette 10 fois une piece de monnaie. On est en présence d'un schéma de Bernoulli :
e 10 épreuves répétées identiques et indépendantes
e qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :

1
— soit un succes S obtenir pile avec une probabilité p = 5
— soit un échec S avec une probabilité g =1 — p

1
e Alors la variable aléatoire X : " nombre de succes" suit la loi binomiale 5(10, E)

Donc la probabilité d’obtenir autant de pile que de face est :

P([X =5]) = <150> (%)5(%)5 = 252(%)10 - 120% ~ 0,246.

3. On jette 7 fois une piéce de monnaie. On est en présence d'un schéma de Bernoulli :
e 7 épreuves répétées identiques et indépendantes
e qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :

1
— soit un succes S obtenir pile avec une probabilité p = 5
— soit un échec S avec une probabilité g =1 — p

1
e Alors la variable aléatoire X : " nombre de succes" suit la loi binomiale B(7, E)

11



R

la probabilité d’obtenir 4 piles est P([X = 4]) = (Z) (%)4(%)3 = 35(%)7 = %
0,273.

la probabilité d’obtenir 4 faces est P([X = 3]) = (g) (%)3(%)4 = 35(%)7 %
0,273.

L'espérance mathématique d"une variable suivant la loi binomiale B(10;0,2) est E(X) =
np=10%x0,2=2

La variance d’une variable suivant la loi binomiale B(10;0,2) est Var(X) = npg =
10x0,2x0,8=1,6

Q

12



6.2 Exercice 2

Une variable aléatoire X suit la loi binomiale B(n; p). Son espérance est 12 et sa variance 2, 4.
Déterminer 7 et p.

6.2.1 Corrigé
Comme E(X) = np et Var(X) = np(1 — p) on doit donc résoudre le systeme

np =12 — np =12 — np =12 — np =12 —
np(l—p) =24 12(1—-p)=2,4 1-p=0,2

13



6.3 Exercice 3

Dans une féte foraine, Jean participe a une épreuve de tir. Il a 4 chances sur 10 de toucher la
cible.
On suppose que les tirs sont des épreuves indépendantes 1'une de l'autre.

1. I tire 3 fois de suite. Quelle est la probabilité qu’il a de toucher la cible au moins une
fois a l'issue de ces 3 tirs ?

2. On suppose qu'il tire # fois.
(a) Calculer en fonction de 7 la probabilité qu’il touche la cible au moins une fois.

(b) Combien de fois lui faut-il tirer s’il veut toucher la cible au moins une fois avec une
probabilité supérieure ou égale a 0,957

6.3.1 Corrigé

1. Il tire 3 fois de suite. On est en présence d"un schéma de Bernoulli :
e 3 épreuves répétées identiques et indépendantes
e qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :

4
— soit un succes S toucher la cible avec une probabilité p = 0= 0,4

— soit un échec S avec une probabilité g =1 — p
e Alors la variable aléatoire X : " nombre de succes"” suit la loi binomiale B(3;0,4)
Donc la probabilité qu’il a de toucher la cible au moins une fois a I'issue de ces 3 tirs est :

1-P([X=0])=1- (S) (0,4)°(0,6)> =1 —(0,6)3 ~ 0,784

2. On suppose qu'il tire n fois. On est en présence d’un schéma de Bernoulli :
e 1 épreuves répétées identiques et indépendantes
e qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :
4
— soit un succes S toucher la cible avec une probabilité p = 0= 0,4
— soit un échec S avec une probabilité g =1 — p
e Alors la variable aléatoire X : " nombre de succes” suit la loi binomiale B(#;0,4)

(a) La probabilité qu’il touche la cible au moins une fois est :
1-P(X=0])=1- (g) (0,4)°(0,6)" =1 — (0,6)"
(b) 1—(0,6)" > 0,95 < 0,05 > (0,6)" <= [n(0,05) > In(0,6)") <= In(0,05) >
nln(0,6) <~ M <n <= 5,864 < n.
In(0,6)
Par conséquent, il lui faut tirer au moins 6 fois s’il veut toucher la cible au moins une
fois avec une probabilité supérieure ou égale a 0,95 .

6.4 Exercice 4

Une urne contient une boule rouge, deux boules blanches et trois boules noires.

1. On extrait simultanément trois boules de cette urne. On suppose tous les tirages équi-
probables. Soit X la variable aléatoire "Nombre de boules blanches parmi les trois
extraites". Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance mathématique et son
écart-type.

14



2. On extrait successivement trois boules de cette urne en remettant apres chaque tirage
la boule extraite dans 'urne. Soit Y la variable aléatoire "Nombre de tirages ot1 apparait
une boule blanche". Déterminer la loi de probabilité de Y et son espérance mathéma-
tique.

6.4.1 Corrigé

1. On extrait simultanément trois boules de cette urne.
e L'univers () est 'ensemble des 3—combinaisons prises parmi les 6 boules.

o Card(Q)) = <6> =20

3
e Les événements élémentaires sont équiprobables car on suppose tous les tirages équi-
probables.

e La loi de probabilité ici est donc la loi de probabilité uniforme. La probabilité d'un
_ Card(A)
- Card(Q)
Soit X la variable aléatoire "Nombre de boules blanches parmi les trois extraites".

e Alors I'univers image est X < Q) >= {0;1;2}

e Laloi de probabilité de X est entierement déterminée par la connaissance des P([X =

x;]) que I'on peut présenter dans un tableau :

événement A et P(A)

X; 0 1 2 Total
4 2\ /(4 4
3) 4| \1)2) 1 1) 4 )
Pi 20 20 20 20 20 20
12 8 12
piXi 0 20 20 E(X) = 50~ 1
X7 0 1 4
12 16 28
2 - b 2y =2
PiXi 0 20 20 EXT) =%

e son espérance mathématique est donc E(X) =1
e On peut alors en déduire d’apres la formule de Huyghens-Koenig la valeur de la

variance Var(X) = E(X?) — [E(X)]2 28 _ 1= 8
type 0(X) = \/Var(X) ~ 0,63

~ 20 20
2. On extrait successivement trois boules de cette urne en remettant apres chaque tirage la
boule extraite dans 1'urne. On est en présence d’un schéma de Bernoulli :
e 3 épreuves répétées identiques et indépendantes
e qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :

= 0,4 puis la valeur de 1’écart-

— soit un succes S une boule blanche avec une probabilité p = % =0,6

— soit un échec S avec une probabilité g =1 — p
e Alors la variable aléatoire Y : " nombre de succés ou nombre de tirages ol apparait
une boule blanche" suit la loi binomiale B(3;0,6) d’espérance np =3 x 0,6 = 1,8

15



6.5 Exercice 5: Bac Antilles C

Un paquet de 16 cartes est constitué du Valet, de la Dame, du Roi et de 1’As de chaque couleur
c’est-a-dire trefle, carreau, coeur et pique.

1. On tire simultanément 3 cartes. On suppose tous les tirages équiprobables.
(@) Quelle est la probabilité pour que les 3 cartes tirées soient de la méme couleur ?

(b) Quelle est la probabilité pour qu’exactement 2 des cartes tirées soient de la méme
couleur?

2. On tire maintenant une seule carte du paquet et on la remet dans le paquet apres ce
tirage. On suppose tous les tirages équiprobables. On effectue 3 tirages. Quelle est la
probabilité d’obtenir 2 cceurs exactement ?

6.5.1 Corrigé

1. On tire simultanément 3 cartes. Donc 1'univers (2 est I'ensemble des combinaisons de 3

cartes prises parmi les 16. Alors Card(Q)) = (136> = 560.

On suppose tous les tirages équiprobables donc on utilisera la loi de probabilité uniforme
Nombre de cas favorables a A

Nombre de cas favorables a A
(a) La probabilité pour que les 3 cartes tirées soient de la méme couleur est :
()
3) 4x4 16 1

(16) = 560 560 35 "

Pr(evtA) =1a somme des probabilités élémentaires inclus dans A =

3
e ou bien on tire les 3 cartes parmi les 4 trefles ceci de (3) = 4 facons
e ou bien on tire les 3 cartes parmi les 4 carreaux ceci de (g) = 4 facons
e ou bien on tire les 3 cartes parmi les 4 coeurs ceci de (; = 4 facons
e ou bien on tire les 3 cartes parmi les 4 piques ceci de (;L) = 4 facons

(b) La probabilité pour qu’exactement 2 des cartes tirées soient de la méme couleur est

4><6><12_@_§Car
560 560 35

e on choisit la couleur ceci de 4 fagons

e dans cette couleur on choisit 2 cartes ceci de (g) = 6 facons
: . . 12
e ensuite dans les 12 cartes restantes on choisit 1 carte ceci de 1) = 12 fagons

2. On tire maintenant une seule carte du paquet et on la remet dans le paquet apres ce
tirage. On suppose tous les tirages équiprobables. On effectue 3 tirages. On est donc en
présence d’un schéma de Bernoulli : 3 épreuves répétées, identiques et indépendantes.
Au cours de chaque épreuve, on a

. . - 4
e soit un succes S :"tirer un coeur” avec une probabilité p = =

16



. s . , -y 12 3
e soit un échec S :"ne pas tirer un coeur" avec une probabilité g =1 —p = —

16 4
La variable aléatoire X = "nombre de succes" suit la loi binomiale B(3; - ) Alors la proba-
R (3 1, 3 _ 1 3 9
bilité d’obtenir 2 cceurs exactement est Pr([X = 2] = (2) X (1) X7= 3% X1~ @

17



6.6 Exercice 6

Une cible a la forme d'un disque de centre O et de rayon 2R. Elle est partagée en 2 régions par
le cercle de centre O et de rayon R. La région centrale est appelée A et son complémentaire
est la couronne B.

1. Une fleche tombe sur la cible. La probabilité pour qu’elle touche une région donnée
est proportionnelle a l'aire de cette région. On appelle "succes" 1’événement "la fleche
tombe dans la région A" et "échec" I'événement : "la fleche tombe dans la couronne B"

1 3
Démontrer que la probabilité du succes est de 1 et celle de I'échec de 1

2. 5 fleches tombent sur la cible indépendamment les unes des autres. X est la variable
aléatoire qui représente le nombre de succes.
(a) Quelle est la loi de probabilité de X.
(b) Calculer E(X) et o(X).
3. n fleches tombent sur la cible indépendamment les unes des autres.
(a) Calculer la probabilité u, pour qu’au moins une fleche soit tombée sur la région A.

(b) Déterminer le plus petit entier n tel que u, > 0,9

6.6.1 Corrigé

v B
/! ,
— Y
{ y g " M, i
| l / '
] '\. ) I| r .__-' Il
! X S | - ~ ..II
|II r s
| S

1. Une fleche tombe sur la cible.
e O ={A;B}etCard(Q)) =2
e Les 2 événements élémentaires ne sont pas équiprobables car la probabilité pour
qu’elle touche une région donnée est proportionnelle a 'aire de cette région
e Déterminons les probabilités de chaque événement élémentaire.
— P(A) = knR?
— P(B) = k[m(2R)? — mR?] = k[47tR? — tR?] = 3k R?

— Or1=P(A) + P(B) = 4kntR? donc k = =

. On appelle "succes" I'événement "la fleche tombe dans la région A" et "échec" 1’événe-
ment : "la fleche tombe dans la couronne B" Donc la probabilité du succes est P(A) =

1 1 3 3
R nR? = 1 et celle de I'échec est P(B) = nR? = =

47tR? 4
2. 5 fleches tombent sur la cible indépendamment les unes des autres. On est en présence
d’un schéma de Bernoulli :
e 5 épreuves répétées identiques et indépendantes
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e qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :

— soit un succes S :"tomber sur la zone A" avec une probabilité p =

| W=l

— soit un échec S :"tomber sur la zone B" avec une probabilité g = 1

p

1
(a) Alors la variable aléatoire X : " nombre de succes " suit la loi binomiale B(5; 1).

©) EX) = np =5 { = et = V0 = i = [ 2

3. n fleches tombent sur la cible indépendamment les unes des autres. On est en présence
d’un schéma de Bernoulli :

e 1 épreuves répétées identiques et indépendantes
e qu’au cours de chaque épreuve, on n’ait que 2 possibilités :

— soit un succes S :"tomber sur la zone A" avec une probabilité p =

N

— soit un échec S :"tomber sur la zone B" avec une probabilité g = 1 — p

1
Alors la variable aléatoire X : " nombre de succes " suit la loi binomiale B(n; —)

(@) uy = p(" "au moins une fleche soit tombée sur la région A") =1 — P([X = 0]) =
(Y (Mo By =g Ly
1= (5) UGy =1-

1 1 1
() uy >0,9 <= 1- (1)” >09 < 0,1> (1)” <~ In(0,1) > ln((i)”) car In est
strictement croissante

< In(0,1) >n ln(i) = (0,1 < ncarln(0,75) < 0 puisque 0 < 0,75 < 1

In(0,75)
<= 8,003 <n
La valeur minimale de n est doncn =9
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6.7 Exercice 7

Le sexe des castors est indiscernable sans examen radiologique. Dans une forét, on admet
qu’il y a globalement autant de castors males que de castors femelles. Un zoo regoit un lot de
6 castors, capturés au hasard dans cette forét. Bien entendu, on suppose que dans cette forét,
il y a un trés grand nombre de castors et que méme en enlevant un castor, il reste toujours
globalement toujours autant de males que de femelles.

1. Calculer les probabilités Pr(A), Pr(B), Pr(C) et Pr(D) des événements A, B, C et D sui-
vants :
e A:"iln'y a aucun male dans ce lot."
B :"il y a exactement un male dans ce lot"
C :"il y a exactement 2 males dans ce lot"
D :"il y autant de males que de femelles dans ce lot"

2. Calculer la somme 2Pr(A) +2Pr(B) 4+ 2Pr(C) + Pr(D). Pouvait-on prévoir ce résultat ?
3. Combien de castors le zoo doit-il acquérir pour que la probabilité d’obtenir au moins

q . 1
un couple soit supérieure a 16 ?

6.7.1 Corrigé

1. On est en présence d'un schéma de Bernouilli : 6 épreuves répétées, identiques et indé-
pendantes.
Au cours d"une épreuve, on a:

1
e soit un succes S : choisir un méle avec une probabilité p = 5
_ 1
e soit un échec E = S : choisir une femelle avec une probabilité g =1 —p = 5
. 1 1
(@) Soit (Y= {S,E} et B="P(Q)avecpr(S) =p = 5 et Pr(Ey=gq=1—-p= >

(b) L'espace probabilisé correspondant au schéma de Bernoulli est le suivant () =
06,8/ = P(Q,), Pl) ou Pl((i’l,i’z, s ,1’6,)> = P(Vl) X P(T’z) X+ X P(T’6).

1
(c) la variable aléatoire X :"nombre de succes" suit la loi binomiale B(6; 5)

cwkellosll  P(X=K) = (7) GIGeH

(@ Pria) = Pri(x =0 = (§) (5)°(3)°° = (3)° = 55 = 5 ~ 00156

(e) Pr(B) = Pr([X =1]) = G) (%)1(5)6*1 = 6(5)6 = 236 = 634 ~ 0,09376



(® Pr(C) = Pr([X =2]) = (g) 1)2(%)6*2 _15(1)0 = g _ g ~ 0,234

B B _(6\ 15,1635 16720720,\4
® Pr(D) = Pr(x=3)) = (§) (5°()° > = 20()° = 3¢ = 5 ~ 0,302
2. La somme 2Pr(A) + 2Pr(B) + 2Pr(C) + Pr(D) — % _1

Ce qui est normal car :
(@ X<0O>)=1{0,1,2,3,4,5,6}

(b) 1 =Pr(X < Q>)=Pr([X =0])+Pr([X =1]) + Pr([X = 2]) + Pr([X = 3]) +
Pr([X = 4]) 4+ Pr([X = 5]) + Pr([X = 6])
(c) Or Pr([X = 0] = Pr(X = 6]); Pr([X = 1] :6Pr(X = 5]); Pr([X = 2] = Pr(X = 4])

et que @ - 6k) donc Vk € [|0;6]] P(IX = K]) =

() @6 = (1) @ = (6°4) 3= (7) @3 =priix =6k

Donc 1 = 2Pr([X = 0]) + 2Pr([X = 1]) +2Pr([X = 2]) + Pr([X = 3]) = 2Pr(A) +
2Pr(B) +2Pr(C) + Pr(D)

3. Soit nn le nombre de castors que le zoo doit acquérir pour que la probabilité d’obtenir au

puisque ici p = g =

moins un couple soit supérieure a T

X suit la loi binomiale B(n; %) Alors

(a) Pr(" avoir au moins un couple") = 1 — Pr("avoir 0 couple") = 1 — P("O maéle ou 0
femelle) =1 —2Pr(A)

15 1 1
< 15 2Pr(A) <= ke Pr(A)

1 n\ 1.0, 1 o 11 B}
<:>32><0>(2) (2) = 5w — 2">32 <= n>5

(b) Donc 1 —2Pr(A) >
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6.8 Exercice 8: oral HEC 2007

Loi binomiale et Formule de Vandermonde.

1
Soient deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivant chacune la loi B(#; E)'
Déterminer Pr([X = Y])
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