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1 Définition

Soit E un ensemble muni d'une loi interne + et d” une loi externe . & gauche dont le domaine
d’opérateurs est R en 'occurrence la multiplication par un réel .

+: E X E — E
(u,v) — u+v

R x E — E
(A, u) — A

On dit que (E, +,.) est un espace vectoriel réel (on le notera alors E et ses éléments seront

appelés des vecteurs et se noteront i, 7, - - - lorsque :

1. (E, +) a une structure de groupe commutatif c’est-a-dire que la loi + vérifie les 4 pro-
priétés suivantes :

(a) A:+ estassociative:Vii € E VG€E V€ E (i+7)+ =i+ (F+d)

(b) N : E admet un élément neutre pour + appelé vecteur nul 0 :
VieE @#+0=0+i=14

(c) S: tout élément i de E admet un élément symétrique noté (—ii ) pour + :
i+ (—il) = (—il) + i =0

(d) C:+ est commutative :
VicE Vic€E u+0=0+1i

2. la multiplication par un réel . vérifie les 4 propriétés suivantes :

(@) P1:VA€R Vi€E VG€E A(d+7) =Ad+AT

(b) P2:VAER Vue€R Vi € E (A+p)il = Al + p.il

() P3:VAER VueR Vi€E A(wil) = (Ap).il

(d) P4:Vii € E lii=1i




2 Autres regles de calcul

On en déduit 9 autres régles de calcul qui sont valables dans un espace vectoriel E
1.VicE VG€E VHEE i+D=0+0 < =0
2.VieE V6€E IWeE i+d=7
cest W = U+ (—#) qu'on note 7 — i
3.VieE 0i=0
4. VAeR AD=0

5. Soit)\g]RetﬁEI:falorsona: .
Ai=0 < A=0 ou #=0

6. Vii € E (—1)il = —il

7.VAER Vi€ E (=A)ii = —(A.il) = A(—i)

8. VA€R VieE VG€E Ai=AT < A=0 ou =7
9. VAER VueER Vi €E AMi=pil < A=pu ou =0

2.1 5 Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels

1. Soit I'ensemble P des vecteurs du plan P, (P, +,.) est un espace vectoriel réel
e un vecteur est un vecteur du plan
o 0= AA ol Aestun point quelconque du plan P.
2. Vn e N* (R",+,.) est un espace vectoriel réel.
e un vecteur est un n—uplet
e 0=1(0,0,---,0).
3. Vn e N* VpeIN* (M;p(R),+,.) est un espace vectoriel réel
e un vecteur est une matrice de format (1, p)
e 0 = la matrice nulle O.
4. Soit I’ensemble F (D, R) des applications de D C R dans R, Alors (F(D,R), +,.) est un
espace vectoriel réel
e un vecteur est une application f: b — R
x o flx)
e 0 = I'application nulle
6: D — R
x — B(x)=0
5. Soitl’ensemble F (D, R) des suites de nombres réels définies sur D C N, Alors (F(D,R), +,.)
est un espace vectoriel réel
e un vecteur est une suite (1, )yep
e 0 = la suite nulle n — 0 définie sur D



Autres espaces vectoriels particuliers

Cas d’un corps K

1. Tout corps (K, +, %) est un K-espace vectoriel en prenant comme loi externe la loi x

2. Tout corps K est un Kj-espace vectoriel si K; est un sous-corps de K en prenant
comme loi externe : K; x K+— K (0, B) — ax B

Corollaire

1. C est un C-espace vectoriel
2. C est un R-espace vectoriel
3. R est un C-espace vectoriel

4. R est un Q-espace vectoriel



4 Sous-espaces vectoriels

4.1 Définition

Soit un espace vectoriel E. Soit F une partie non vide de E.

Alors on dira que F est un sous espace vectoriel de E lorsque la restriction de laloi + a F x F
et la restriction de la multiplication par un réel 2 R x F conférent a F une structure d’espace
vectoriel

4.2 Théoreme caractéristique

(E,+,.) est un sous-espace vectoriel de E
—

1. p1: ﬁ 7é @

2. p : F est stable pour +
Cesta-direVii € F Vo€ F #+icF

3. ps: E est stable pour la multiplication par un réel
Cest-a-direVA€R VieF AieF

1. p1: l_:: 75 )
2. pl :F est stable par combinaison linéaire
Cest-a-direVAER VuecR Vi€ F V6€F Aii+picF

4.3 Remarque pratique

4.3.1 Lemme:

I Dans un groupe, I’élément neutre est unique
4.3.2 Corollaire :

I Si F est un sous espace vectoriel de E alors son vecteur nul 0 est le méme que celui de E



4.3.3 Stratégie pour la mise en ceuvre du théoreme caractéristique des sev

Pour démontrer que (F,+,.) est un sous-espace vectoriel de E, il est pratique de procéder
ainsi :

Pour prouver que F # @ on cherche simplement a démontrer que 0 € F

SiOf ¢ F alors F n’est pas un sous-espace vectoriel sinon on cherche alors a prouver soit p, et
p3 soit tout simplement p},

4.4 Un sous-espace vectoriel particulier a savoir repérer

L’ensemble des combinaisons linéaires de n vecteurs (¢1,63,- - - ,é5) de E c’est-a-dire

n
{} Axéi/Vk € [|1;n]]Ax € R} est un sous espace vectoriel de E appelé le sous espace vecto-
k=1
riel engendré par (7,63, - - ,éy) et noté Vect(ej,é3,- - -, ép)



5 Propriétés d’'une famille finie de vecteurs

5.1 Famille génératrice

soit (€1, €3, - - - ,é5) une famille finie de vecteurs d"un espace vectoriel E Alors : (é1,é,- -+, é5)
est une famille génératrice de E(ou engendre E ) lorsque le sous-espace vectoriel engendré par
(61,63, -+ ,én) noté Vect(éq, €3, - - ,é,) c'est-a-dire que tout vecteur if de E est combinaison

n
linéaire de (61,8, - - - ,&,) C'est-a-dire Vil € E 3wy, a9, - -+ ,an) € Rl = ) oy
k=1

5.2 Exemples de familles génératrices

5.2.1 Fonctions linéaires

I’ensemble des fonctions linéaires est un sous-espace vectoriel de F(IR,R) engendré par la
fonction : [dg : x +— x

5.2.2 Fonctions affines

I’ensemble des fonctions affines est un sous-espace vectoriel de F (R, R) engendré par la fa-
mille des 2 fonctions : UN : x +— letIdg : x — x

5.2.3 Fonctions polynémes de degré < 2

I’ensemble des fonctions polynomes de degré < 2 est un sous-espace vectoriel de F(RR,R)
engendré par la famille des 3 fonctions : UN : x — 1; Idg : x — x; CARRE : x — x2

524 R

I I'espace vectoriel R est engendré par 1.

52.5 R?

I l'espace vectoriel R? est engendré par la famille ((1,0) ; (0,1))

52.6 R3

I l’espace vectoriel R3 est engendré par la famille ((1,0,0) ;(0,1,0),(0,0,1)
52.7 Mj(R)

N

'espace vectoriel M3, (R) est engendré par la famille des 4 matrices (E11E1,Ep1, Ex2) ou

1 0 0 1 0 0 0 0
E1,1—(0 0>,El,2—<0 0>,Ez,1—(1 0) eth,2—<0 1>,



5.2.8 Plan vectoriel P

I'espace vectoriel P des vecteurs du plan P est engendré par la famille formée de 2 vecteurs
non colinéaires c’est-a-dire non nuls et de directions différentes.

6 Famille libre, famille liée

Soit (€1, €3, - - - ,€,) une famille finie de vecteurs d’'un espace vectoriel E
Alors on dira que :
1. (61,63, ,én) est une famille libre de E
(ou (&,63,- - -, é,) sont linéairement indépendants ) lorsque toute combinaison linéaire
nulle de ces vecteurs implique que tous les coefficients sont tous nuls.
n
c’est-a-dire Z e =0—=n;=ap=---=ua, =0
k=1
2. (1,6, ,é,) est une famille liée de E

(ou (é3,€3,- - ,é,) sont linéairement dépendants ) lorsqu’il existe au moins une com-
binaison linéaire nulle de ces vecteurs avec au moins un coefficient non nul.
n

Cest-a-dire Jny 0 Y ayéi =0
k=1

6.1 Propriétés des familles libres et des familles liées

611 P
I Toute famille de vecteurs contenant 0 est liée

612 P

I Toute famille de vecteurs contenant au moins deux fois le if est liée
613 P,

I Toute famille de vecteurs contenant au moins une fois i/ et —ii est liée



614 P,

I Toute sous-famille d"une famille libre est libre

6.1.5 Ps

I Toute sur-famille d'une famille liée est liée

6.1.6 P

I Une famille formée d’un seul vecteur i est libre <= ce vecteur est # 0
617 P,

| Si la famille (€1, 3, ... ,¢é,) est liée alors I'un au moins des ¢} est combinaison linéaire des 1”1
autres

6.2 Exemples de familles libres

6.2.1 Fonctions linéaires

’ensemble des fonctions linéaires est un sous-espace vectoriel de F (R, R) et la famille formée
par la fonction IdR : x — x est une famille libre.

6.2.2 Fonctions affines

I'ensemble des fonctions affines est un sous-espace vectoriel de F(IR,R) et la famille des 2
fonctions : UN : x +—> 1l et IdR : x — x est libre.
6.2.3 Fonctions polyndmes de degré < 2

’ensemble des fonctions polyndmes de degré < 2 est un sous-espace vectoriel de F (R, R) et
la famille des 3 fonctions : UN : x +— 1; Idg : x — x; CARRE : x — x2 est libre.

624 R

I Dans 'espace vectoriel R la famille formée de 1 est une famille libre.

6.25 R?

I Dans I'espace vectoriel R? la famille formée de ((1,0) ; (0,1)) est une famille libre.
6.26 R3

I Dans l’espace vectoriel R3 Ia famille formée de ((1,0,0);(0,1,0),(0,0,1) est une famille libre.



6.2.7 Mo (R)
Dans 1'espace vectoriel Mj5(IR) la famille des 4 matrices (Ej1E12, Ex1, Ezp) est libre avec
Eiq = ((1) 8> +E1p = <8 (1)) +Exq = ((1) 8> et Epp = (8 ?) ,

6.2.8 Plan vectoriel P

Dans l'espace vectoriel P des vecteurs du plan P, la famille formée de 2 vecteurs non coli-
néaires c’est-a-dire non nuls et de directions différentes est libre.

7 Bases

Soit (é1,€3, . . .,6,) une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E
Alors: (61,63, ..,¢6,) est une base de E

<~ (é1,6,...,é,) est une famille libre et génératrice de E

<= tout vecteur # de E est combinaison linéaire unique de (é1,63, . ..,65)

n
< M eR FmeR -, €R #T=) mé
k=1

On dit alors que
le vecteur i a pour composantes scalaires (1, a,- - - ,«,) dans labase B = (é1,6,...,¢6,).

a1

a2
Cela s’écrit i

Ny B

7.1 Propriétés
711 Pg

I Aucune base ne peut contenir le vecteur nul 0

712 Py

I Aucune base ne peut contenir deux fois le méme vecteur i/



713 Py

I Aucune base ne peut contenir a la fois le vecteur i/ et son opposé le vecteur —if
7.1.4 P;; :Théoréeme FLG

Dans un espace vectoriel E, le nombre d’éléments de n’importe quelle famille libre finie £ de
E est inférieur ou égal au nombre d’éléments de n’importe quelle famille génératrice finie G
de E

7.1.5 DPj;: Corollaire du théoreme FLG

Dans un espace vectoriel E , s'il existe une base B de 1 éléments Alors
1. toute famille de plus de # éléments de E est liée.

2. Tl existe une infinité de bases dans E

3. Toutes ces bases ont le méme nombre d’éléments : n

Cet entier naturel 7 s’appelle alors la dimension de E. On écrit alors dim(E) = n
7.1.6 Convention

{0} est un sous-espace vectoriel de n’importe quel espace vectoriel . {0} ne peut avoir de base
mais on lui donne quand méme une dimension : la dimension 0 donc dim({0}) = 0.
On admet que £ = @ est une famille libre de {0}.

7.1.7 Pj3:3 équivalences fondamentales en dimension finie n

Dans un espace vectoriel E de dimension 7 Alors :
1. Si une famille de 1 vecteurs de E est libre alors elle est génératrice donc est une base
deE.
2. Si une famille de 1 vecteurs de E est génératrice alors elle est libre donc est une base
deE.

Par conséquent , sidim(E) =n ,ona:

Une famille de 1 vecteurs est libre dans E <= cette famille de 1 éléments est génératrice
dans E <= cette famille de n éléments est une base de E

7.1.8 DPj4: Corollaire 1
Si E est un espace vectoriel de dimension 7

Si F est un sous-espace vectoriel de E
Alors F est de dimension finie et din(F) < dim(E)
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7.1.9 Pj5:Corollaire 2

Si E est un espace vectoriel de dimension
Si F est un sous-espace vectoriel de E
Si dim(F) = dim(E)

-

Alors E = E

7.2 Exemples de bases canoniques

7.2.1 Fonctions linéaires

L'ensemble des fonctions linéaires est un sous-espace vectoriel de F(RR,R) de dimension 1
car la famille formée par la fonction IdR : x > x est une base

7.2.2 Fonctions affines

’ensemble des fonctions affines est un sous-espace vectoriel de F (R, R) de dimension 2 car
la famille des 2 fonctions : UN : x +— 1 et Idg : x — x est une base

7.2.3 Fonctions polynémes de degré < 2

I’ensemble des fonctions trindmes est un sous-espace vectoriel de F(IR,R) de dimension 3
car la famille des 3 fonctions : UN : x — 1; Idg : x — x; CARRE : x — x% est une base

724 R,[X]
Le sous-espace vectoriel R, [X] formé du polyndme nul et des polyndmes de degré < n est
un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel R[X] des polynomes.
Comme la famille (1, x,x?,x3,- - -, x™) est une base de R,,[X] alors dim(R,[X]) =n +1

725 R

I L’espace vectoriel R est de dimension 1 car la famille formée de 1 est une base de R

726 R?

| L’espace vectoriel R? est de dimension 2 car la famille formée de ((1,0) ;(0,1)) est une base
de R?

727 R3

L’espace vectoriel R® est de dimension 3 car la famille formée de ((1,0,0) ;(0,1,0), (0,0,1))
est une base de R®

728 R"

L'espace vectoriel R" est de dimension n car la famille formée des n n-uplets
((1,0,0,...0);(0,1,0,0,....,0),---,(0,0,0,....... ,1)) est une base de R"

11



729 M;js(R)

L'espace vectoriel M (IR) est de dimension 4 car la famille des 4 matrices (E11E12, Ez1, E22)
est une base.

7.210 M, ,(R)

L'espace vectoriel M, ,(IR) est de dimension np car la famille formée des np matrices (E; ;)
oui € [|1;n[]etje [|1;p|] est une base de M, ,(R).

(E;;) est une matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui qui est a l'intersection de la
ligne i et de la colonne j est 1

7211 P

L’espace vectoriel P des vecteurs du plan P est de dimension 2 car la famille formée de 2
vecteurs non colinéaires c’est-a-dire non nuls et de directions différentes est une base de P

7.3 Théoréme de la base incomplete

1. En dimension 2 :
Soit P un plan vectoriel. Si #f € P — {0} alors 37 € P — {0} tel que la famille (i, 7)
forme une base de P
2. En dimension 3:
Soit E un espace vectoriel de dimension 3.
e Sila famille (i, 7)) est libre alors 35 € E — {0} tel que la famille (i, 7, @) forme une
base de_'E’ _— L L
e Siii € E— {0} alors 3(¢,w) € E— {0} x E — {0} tel que la famille (if, 7, @) forme
une base de E.
3. En dimension 7 :
Si (é1,e3,---,6p) est une famille libre de E alors il existe (n — p) vecteurs
(epll,eplz, -+, €y) tels que la famille ((e,e3,--- ,€p, epi1,€pt2,"+ ,€n) soit une base
de E

7.3.1 Démonstration en dimensions 2 et 3

1. Comme dim(P) = 2 alors choisissons un vecteur 7 # 0 non colinéaire a ii. Ce vecteur
existe car P # Dﬁ‘. Dans ce cas la famille (i, 7) est libre en dimension 2 donc est une base
de P.CQFD.
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2. o Comme dim(E) = 3 choisissons un vecteur @ ¢ ﬁﬁlﬁ . Ce vecteur existe car E # p’ﬁ’.g.
Alors la famille (i, ¥, @) est forcément libre sinon @ € ﬁg,{;. Cette famille libre de 3
vecteurs sen dimension 3 est donc une base de E.CQFD

e Comme dim(E) = 3 choisissons un vecteur 7 # 0 non colinéaire a i7. Ce vecteur existe
car E # Djy. Choississons ensuite un vecteur @ ¢ ﬁﬁ,ﬁ . Ce vecteur existe car E # I_jﬁ’g.

Alors la famille (i, ¥, @) est forcément libre sinon @ € ﬁg,g. Cette famille libre de 3
vecteurs sen dimension 3 est donc une base de E.CQFD

7.4 Théoréme sur les composantes scalaires

Soit un espace vectoriel de base B = (¢1,63,- - - , ép).
a1 B1

R R
Siu| _2_ et i P2 alors
&n /) g ,Bn B
&1+ B1

cits| 2P

‘Xn‘i‘,Bn B

)lel
e VAER AiT|M™

Ay B

)\0(1+Mﬁ1
eVAER VueR Ad+ps| 02 THP

Aonty + 1PN/ g

7.4.1 Démonstration

Démonstrations évidentes.
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8 Exercices

8.1 Exercice

Démontrer que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels :
L F={(x,y) e R*/x+y=1}
2. F={(x,y,2z) e R¥/2x +y —z =3}
3. F={f €e F(R;R)/f(0) =1}

8.2 Exercice

Soit F = {(x,y) € R*/(a+1)x+ (a — 1)y + 2a® — a* + 3a — 4 = 0} oi1 a est un paramétre réel.
1. Déterminer une condition nécessaire sur a4 pour que F soit un sous-espace vectoriel de
R?.
2. Cette condition nécessaire est-elle suffisante ?

3. Conclusion?

8.3 Exercice

Démontrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en utilisant 2 méthodes :
o le théoréme caractéristique d’un sous espace vectoriel
o la méthode du sous-espace vectoriel engendré. Dans ce cas, il faudra vérifier ensuite que
la famille génératrice trouvée est libre donc est une base du sous espace vectoriel

1. F={(x,y) € R?/2x —y = 0}
2. F={(x,y,z) e R¥/x+y+z=0}
3. F =1’ensemble formé de la fonction nulle et des fonctions polynomes de degré < n

b —2a+b
(") ) e ewy

8.4 Exercice
Soit D un sous-ensemble de R centré en O et soit E 1’espace vectoriel des fonctions numériques
définies sur D.

1. Démontrer que I'ensemble P des fonctions numériques paires définies sur D est un sous-
espace vectoriel de E

2. Démontrer que I'ensemble 7 des fonctions numériques impaires définies sur D est un
sous-espace vectoriel de E

3. Démontrer que P NZ = { la fonction nulle définie sur D}

Conclusion : On dira que l'espace vectoriel E est somme directe des sous-espaces vectoriels P et
Ietonnote E=PPI.

8.5 Exercice

Soit 1’espace vectoriel E = (IR?, +,.) muni de sa base canonique B = ((1,0,0); (0,1,0); (0,0,1))

14



. La famille F = (ag;a1) otvag = (1,1,1) et ay = (1,2,1) est -elle une famille génératrice
de E

. La famille 7 = (eq;ez;e3) ote; = (0,1,1);e2 = (1,0,1) et e3 = (1,1,0) est -elle une
famille génératrice de E

. Soit la famille F = (by; by; b3, a9) ot by = (—1,0,0); b, = (0,—1,0) et b3 = (0,0, —1)

(a) F est-elle libre?

(b) Montrer que F engendre E.

(c) Peut-on imposer aux coefficients (B1, B2, B3, xo) de la combinaison linéaire relative a
tout vecteur u pour la famille (by; by; bz, a) la relation suivante :f1 + B2 + B3 = 3o ?

15



8.6 Famille libre

I eercice dans vuibert bleu algebre
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8.7 Famille libre

I Soit une famille de réels distincts deux a deux (xy)
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8.8 Famille libre

I exercice dans vuibert bleu algebre

18



8.9

8.9.1

1.

Réunion de sous espaces vectoriels

Soit E un K — ev.

1. Soient E; et E; deux sous espaces vectoriels de E.
Démontrer que E = E; U E; est un sous espace vectoriel de E <= E; C E;ouE; C
Eq

2. Soit p € N tel que card(K) > p > 2. Soient E1, Ep, - - -, E, des sous espaces vectoriels

de E.
n

Démontrer que F = U E; est un sous espace vectoriel de E <= 1'un des E; contient
i=1
tousles autres.
3. Donner un exemple d’espace vectoriel E réunion de trois sous espaces vectoriels tous
distincts de E

Corrigé

o —:
Si E; C Epalors E = Eq U Ey = E; donc est un sous espace vectoriel.
Démonstration analogue si E; C E;
o —>:
Si E = Eq U E; est un sous espace vectoriel, raisonnons par 1’absurde.
Supposons que Ej n’est pas inclus dans E; et que E; n’est pas inclus dans Ej.
Donc dx; € Ejetx; € Epetdxy € Eretxp € Ej.
Soit y = x1 + xp. Comme x1 € E; alors x; € E. De méme, x, € E; alors x, € E. Par
conséquent y € E.
Mais alors
— oubien y € E; mais alors x; = y — x1 € E;. Impossible.
— oubien y € E; mais alors x; = y — xo € E;. Impossible.
Par conséquent E; C E; ou Ex C Ey
o = :évident
o —>
On va démontrer ceci par récurrence :
— initialisation : vraie au rang p = 2. Ceci a tété prouvé a la question précédente.
— hérédité : supposons que la propriété est vraie jusqu’aurang p —1lavec3 < p <
Card(K)
— oubien Ey UE; -+ E,_1 C Ep alors E = E;, donc est un sous espace vectoriel.
— oubien E, C E; UE;---E, 1 alors on applique I'hypothese de récurrence a
F=EUE - E, 1.
Comme F les contient tous ...
— ou bien aucune de ces deux hypotheses n’est vraie,
Soit F=EyUEy---E, jonchoisitx € Fetx Z Epety € Epety ¢ F.
Alors VA € K x — Ay € Fetx — Ay ¢ Ep, sinon x € Ey.
Par conséquent, Ji) € {1,2,---p—1} telque x — Ay € E.
L'application A — i) de K dans {1,2,---p — 1} est défine.
Elle est injective car iy =i, = x — Ay € E;, etx — Ay € E,'u.
Si A # palors (A —p)y € E; doncy € E;, . Ceci est impossible car Card(K) >
p

Il'y a donc une contradiction.
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— Conclusion : la propriété étant initialisée en 2 et étant héréditaire est donc vraie
pour tout p > 2.
3. Soient E = (Z/27)* = {(0;0); (0;1);
E1 = (0;0);(1,0); E; = (0;0); (1;1);
alors E=E{UE, U E3
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