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"Il ne s’agit ni de rire, ni de pleurer mais de comprendre"
Spinoza

1 4 définitions équivalentes

1.1 Définition 1

Soit des points A, B et C' du plan tels que 4 = E et v = ﬁ
On appelle ||i|| la distance AB et ||7|| la distance AC
Alors on définit ainsi le produit scalaire des vecteurs o et ¢/

75— 0sid=0o0uv=0
T @l x || x cos(@.@) si @£ 0 et T£T

Donc lorsque AB #0et AC = 0 alors AB.AC = H/@H X ||E|| xcos(@.ﬁ)
On peut alors définir le carré scalaire :
@ =aa=|a| x| @ xcos(@a) =|| @|| x || T]| xcos(0) = T|?

Donc

AB? = AB.AB =|| AB || x || AB || cos(AB, AB) = AB x AB = AB?

1.2 CNS d’orthogonalité
IV&' €P VGeP et ¥sontorthogonaux <= @.7=0

1.2.1 Démonstration

e Par convention, 0 est orthogonal a tout vecteur @

e Sid#0et @0 alors ||| # 0 et ||7]| # 0 donc :
uv =0 < |d|| x ||U]] x cos(&,¥) = 0 <= cos(&,0) = 0 <=
i et U sont orthogonaux



1.3 Définition 2

Dans ce premier cas , Eﬁ = AB x AC x cos(jﬁ.ﬁ) = AB x AH =
AB x AH

C
A
_________ B
H A 8

Dans ce deuxiéme cas , les angles (ﬁ , ﬁ) et (,@ , AH ) sont supplémentaires
donc ont des cosinus opposés : AB.AC = AB x AC x cos(zﬁ.A )=—ABx
AC x cos(AC.AH) = —AB x AH = AB x AH

1.4 Culture générale Mathématique 4 admettre

Un plan P muni d’un produit scalaire est appelé un plan affine euclidien P.
Le produit scalaire est en fait une application

¢ : PxP —
(a,v) +— o(u,?)=uv
qui est une forme bilinéaire symétrique définie positive :
1. P :Yie PYie P 4i=04d
2. Py:VuyeP YuyeP YoeP (il +ub)d=ul.0+uy0
3. Py:Vie PYAeR (Au).0=\a0
4

.Py:VieP wu>0
5. Ps:VieP @i=0 -+« =0
Commentaires :

e P; exprime la symétrie du produit scalaire

e P, et P3 sont les propriétés qui expriment la linéarité par rapport au premier
vecteur. Associés & la P; on obtient :
- Pj:VieP Vi ePvVoeP @ v+v) =0+ i
~Pj:VieP VYAeR (@)Av=\iv

qui expriment la linéarité par rapport au deuxiéme vecteur.



1.5 Définition 3

!/
1. Dans une base orthonormée B = (1, ), si @ (sc) et U (x,>
alors 4.0 = zz’ + yy’
2. Par conséquent 4.1 = u? = ||i]|? = 2 + y?

3. Dans un repére orthonormé R = (O; {;j) ,

) (4G == ()
7 1s) 72 ()

i

e MA (xa —z)(@p — )+ (ya —y)(yB — V)
Comme B = (i, ) est une base orthonormée alors i. ] =0et|i] = ||j|| =1
Parconsequen 0.0 = (2i +y)).(@T+y']) = ax'ii+xx'i] +y2'ji+yy'ji =

xz’ +yy

1.6 Définition 4
| L
|U 7= §[IIUH2 + [[@* — |7 — @l|*]

!
Dans une base orthonormée B = (i,7), si @ (m) et U <Z,) alors alors v —

!
(x x,) donc
y—y

(al* + 11911 = 17— al|*) = %[(ﬂ +y7) + (@7 +y?) = (@ =2 + (y—y)?)] =

S

=N | =

—(2x2’ +2yy) = z2’ +yy' = UV

\}

1.7 Identités scalaires remarquables
1. Bs:Vie PYde P (i+7)2 =2
2. P :ViePVieP (i—17)2=a?

3. Py:Vae PYoeP (i+70).(@—70) =@ — 2

1.7.1 Démonstration

(@ + )2 = (@ + 0).(€ + V) = 4.0 + 6.0+ 0.4 + 0.0 = 62 + 0% + 2.0
(i — )2 = (@ — 0).(4 — §) = 6.4 — 0.0 — i+ 0.0 = @ + 2 — 24.0
(il + 0).(@ — T) = @@l — 0.0+ 0.0 — 0.0 = @2 — 7



On peut retrouver .7 = —|[||i]|* + ||]|* — ||7 — @||?] avec des identités remar-

DN =

quables scalaires

1 1
[l + 191" = o= al]*] = Sl +0° = (- 0)*] = 5[0+ 7" — " — @ + 20.0] =

20 =uv

| =N



2 Applications du produit scalaire

2.1 Formules d’Al-Kashi

Dans le plan affine euclidien, soit un triangle propre ABC. On note BC' = a;
AC =b; AB = ¢;S laire du triangle ABC, R le rayon du cercle circonscrit &
ABC ;A, B et C les réels appartenant a |0; 7[ mesures respectives des angles
géométriques W,@ et A/C’E

Voici les formules dites des cosinus ou formules d’Al-Kashi :

-~

a?=b>+c%—2bccos(A)

b =c®+a®—2ca cos(B)

62:a2+b2—2abcos(a)

2.1.1 Démonstration
a2 = BC? = BC? — (BA + AC)2 = BA? + AC? + 2BA.AC = BA? + AC? —

9AB.AC

= AB%?+ AC? - 2AB x AC x cos(/@, /ﬁ) = 4%+ b2 —2b ccos(A) Ces formules
s’appellent aussi les Formules de Pythagore généralisées

si le triangle ABC est rectangle en A alors cos(A) = 0 donc on retrouve le

théoréme de Pythagore



2.2 Application : Les 3 Formules de la médiane

M

Dans le plan affine euclidien, soit un triangle M AB. On appelle I le milieu
de [AB] et H le pied de la hauteur issue de M Alors :

AB?
2

1. [MA?2+ MB?> =2 MI? +

9. | MA2 - MB?=2TM.AB =2 TH x AB

AB?

3. | MAMB = MI2 — TA2 = MI2 — ;

2.2.1 Démonstration

1. MA2+MBQZJ\7712_>+M 2 — (M + TA)? + (M1 + IB)?
:72+2@.@+1A2+M2+2M 1L+ 1B?
= MI* + 2M1.IA + 1A? £ MT*  2M] 1B + IB?
— OMI? 4 [A? + [B® + 2M1.(IA + IB) = 2M I + 21 A% 4 2M1.0

AB AB?
=2MI? + 2(7)2 =2MI? + 5

9. MA2— MB2 = MA? — MB? = (M + TA)? — (MI + IB)?

:—I>2+2J\§.1—2}+ﬁ42—m2—2§.1 1B

= MI? + 2MI.TA 4 TA2 ~ M]* — 2M].IB — 1B
— IA2 — [B? + 2MI.(IA — IB) = 2M1.BA
— o7M .AB = 2TH x AB
3. MA.MB = (MI + TA).(MI + IB)
— (M1 + TA).(MI — TA) = MI2 — TA2 = MI> — 142

AB?
= MI? -
4




2.2.2 Lignes de niveau

1.

Déterminer
1. L’ensemble T'; des points M du plan tels que M A%+ M B? =k ou k est
un paramétre réel. Discuter si nécessaire.
2. L’ensemble I'y des points M du plan tels que M A? — MB? =k o k est
un paramétre réel. Discuter si nécessaire.
) . A ﬁ S
3. L’ensemble I'3 des points M du plan tels que MA.M B = k ou k est un

paramétre réel. Discuter si nécessaire.

Mely <:>MA2+MB2:k<:>2MIQ+AB2:k

o — - 2B @MIQ:%(’C—AJQBQ)

o sik— 2<0a10rsF1:(Z)

. sik:—ABQ:OalorsFlz{I}

e sik— B > O alorsI'y = le cercle de centre I et de rayon %(kf A2BQ)

- J— k
Me]_“z<:>MA2—M32:I€<:>2IH><AB:]<<:>IH:A:

Par conséquent I'y est la droite perpendiculaire & la droite (AB) au point

— k
H tel que IH = —
AB
AB? AB?
M €Ty <= MAMB =k « MI? — — k= MI? =+ 5
AB?
o sik+ <0alorsT's =0
2
o sik+ =0 alors I's = {I}
2 1 AB?
o sik+ > 0 alorsI's = le cercle de centre I et de rayon §(k + 1 )



2.3 Application : ligne de niveau
MA
Fk:{MEPlan/m:k} Oflk’ER,A#B

2.3.1 Théoréme

Sik<O0alorsTy =0

Si k=0 alors 'y, = {A}

Si k =1 alors I'y, = la médiatrice de [AB]

Sik > 0et k#1 alors I'y = le cercle de diamétre [G1G2] ou

{ G1 =bar({(4,1);(B; —k)}
Ga = bar({(4,1); (B; k)}

= 80N =

Ce cercle s’appelle le cercle d’Appolonius de Perga associé a

k, A et B.
Démonstration :
. MA .
1. Si k<0 alors 'y = 0 car B > 0 puisque MA>0et MB >0
. MA
2. Si k=0 alors I'y, = {A} car B =0<=MA=0=M=A

3. Si k =1 alors I'y, = la médiatrice de [AB]
A
i 1 <= MA= MB <= M € la médiatrice de [AB]

4. Sik>0et k+#1 alors :

MA
mflu:»MAkoB

= MA? =k*MB? car MA 2 Oet kMB > O

— MA? — K2MB? = = MA? ~ K2MB? = 0

s (MA - kMB).(MA + kMB) = 0

(1 - k) MGL.(1+ k) MGy =0

ou Gy = bar({(4,1); (B; —k)} et Go = bar({(A,1); (B;k)}
(1 - K)MG;. MGy =0

s MG, MGy =0 car 1 — k2 £0

<= M € cercle de diamétre [G1G2)

donc T, = le cercle de diamétre [G1G2] ou

{ G1 = bar({(A,1); (B; —k)}
Ga = bar({(A,1); (B; k)}

car




2.4 Equations cartésiennes d’un cercle

2.4.1 Deéfinitions

Soit R un réel > 0 et Q un point du plan P.

On appelle cercle de centre ) et de rayon R ’ensemble des points M situés a
la distance R de Q.

e C(Q,R)={M € P/QM = R}

o {M € P/QM < R} s’appelle le disque ouvert de centre Q) et de rayon R.
C’est l'intérieur du cercle C

{M € P/QM < R} s’appelle le disque fermé de centre Q et de rayon R.
{M € P/QM > R} est lextérieur du cercle C

On appelle corde de C tout segment [M;Ms] ou My € C et My €C

On appelle diamétre de C toute corde passant par le centre ). La longueur
d’un diameétre vaut 2R

2.4.2 Equation cartésienne du cercle connaissant le centre et le rayon

Soit un repére orthonormé R = (O; i, j) tels que Q(zq;ya).
M(z;y) €C(QR) <= QM =R <= QM? =R?

— (z—20)°+ (y —ya)? = R?

— 2?4+ y? — 2oz —2yyo + 74 +y4 —R*=0

2.4.3 Exemple

Déterminer une équation cartésienne du cercle C(O, R) dans un repére ortho-
normé R = (0;4,]) .

M(z;y) €C(O,R) <= OM =R <= OM?=R?

— (-02+(y—02=R? — 22+y*=R?

2.4.4 Exemple

Déterminer une équation cartésienne du cercle C(£2,4) ou €2(2;—3) dans un
repére orthonormé R = (031, ) .

M(z;y) €C(Q,4) <= QM =4 < QM?* =16

= (122 +(y+3)2%=16 <= 22 —do+4+y* +6y+9=16

= 2?24+ yP—dox+6y=3 < >+y*?—4x+6y—3=0



2.4.5 Equation cartésienne du cercle connaissant un diamétre

Soit un cercle de diamétre [AB] tels que A(za;ya) et B(zp;yp) dans un
repére orthonormé R = (0; 1, j).

M (x;y) € C(diametre[AB]) <= le triangle MAB est rectangle en M <
MAMB=0 <= (za—2)(zp—2)+ WYa—y)lyp—y) =0

= 2?+y? —a(za+28) —yY(Ya+yp) + a7 +yays =0

2.4.6 Probléme réciproque

Qu’est ce I'ensemble I dont une équation cartésienne dans le repére ortho-
normé R = (0;4,7) est 22 +y> +ax + by +c=07?
On peut utiliser la décomposition canonique :

2 2
MeT +— (x+g)2—a—+(y+9)2—b—+c=o

2 " 4 ) b22 4
22 Oy _ & O
= (x+2) +(y+2) 2 4(); 7€ b
QM2:K \K:a— _— Q_g~_7
— ol 4+4 c et 5 2)

De trois choses I'une :

e oubien K <0alors I'=10

e ou bien K =0 alors I' = {Q} un cercle-point car le rayon est nul
e ou bien K > 0 alors I' = C(Q, VK)

2.4.7 Exemple 1

I Déterminer I' : 22 4+ y2 + 2 + y + 1 = 0 dans un repére orthonormé

Corrigé :

Mel“<:>(m+1)2—1+( +1)2—1+1—0
. 2 1 z o) T4t T
12 e 2

= (1:+2) +1(y+2) 1 12
2 _ _ — N . _

= QM* = 2ouQ( 5 2)

AlorsT' =0

10



2.4.8 Exemple 2
I Déterminer I' : 22 4+ y? — 2o — 4y + 5 = 0 dans un repére orthonormé

Corrigé :

MeTl < (z—1?-14+(@y—-2)?-445=0
— (z-1)2+(@y—-2)%2=0

< QM? =0 ou Q(1;2)

= UM =0 <= M =0Q

Alors T' = {Q}

2.4.9 Exemple 3
I Déterminer I' : 22 + y2 + 42 — 6y — 3 = 0 dans un repére orthonormé

Corrigé :

MeTDl < (z+2)2—-4+(y—32-9-3=0
— (z+2)%+(y—3)2=16

< QM? =16 ou Q(-2;3)

— QM =4

Alors T' = C(Q,4)

2.5 Orthogonalité de deux droites
2.5.1 CNS

Soit la droite (D) : ax + by + ¢ = 0 avec (a, b) #
Soit la droite (D') : 'z + by + ¢/ = 0 avec b

(d,¥)
On sait qu’un vecteur directeur de (D) est @ _ab) et qu'un vecteur directeur
Y
de (D') est 17( o )
Alors :

(D)L(A") <= 1 et ¥ sont orthogonaux <= @.0=0 <= ada’ +bb' =0

2.5.2 Corollaire

Dans le cas ou (D) et (D’) sont toutes deux non paralléles a I’axe des ordonnées
alors :

(D) : y = ma + p de pente ou de coefficient directeur m et d’ordonnée a
Porigine p.

(D) : y = m'z + p’ de pente ou de coefficient directeur m’ et d’ordonnée a
lorigine p'.

Comme y = mz+p <= mz —y+p = 0 alors un vecteur directeur de D est

" ( 1
alors u
m

11



R . (1
De méme, un vecteur directeur de D’ est alors (m’ .

Par conséquent,
(D)L(A") <= i et U sont orthogonaux <= w.0=0 <= 1+ mm’' =0

<= mm’' = —1 <= le produit des pentes vaut -1
On rappelle que

1

m’:O

(D)//(A") <= et v sont colinéaires <= det(i,7) =0 <= '7}1

< m'—-m=0 < m=m' < les pentes des deux droites sont égales

2.5.3 Vecteur normal

[{+]

Dans un repére orthonormé , si une droite (D) a pour équation az+by+c =0
ou (a,b) # (0,0) alors :
e le vecteur 7 (Ij est orthogonal au vecteur directeur @ (_ab> de (D)

e On dit que 7@ est un vecteur normal a (D).

a

b

e Bien entendu , tout vecteur A7 ou A € R* est aussi un vecteur normal a
(D).

e Toute droite orthogonale a (D) a une équation cartésienne de la forme
—bx + ay + d = 0 ou d est un réel qu’il reste a déterminer.

2.5.4 Deémonstration

e Un vecteur directeur de (D) : ax + by + ¢ = 0 est ﬁ(_ab). Si 'on pose

—

7 <Z> on constate que 4.1 = (—b)a + ab = 0 donc les vecteurs @ et 7 sont

12



orthogonaux. On dira alors que 7 est un vecteur normal a (D)
e De méme, 4. 7 = A(d.77) = A0 = 0 donc A7 est aussi un vecteur normal &
(D).

e Soit (D’) la droite orthogonale en H (55) a la droite (D).Soit M € (D’).
Alors le projeté orthogonal de M sur la droite (D) est H. D’ou :
M (;) € (D)) <= (MH,ii)est liée «—> det(MH,ii) =0

Tg—T a

yu—y b
— —br+tay+bry—ayy =0 < —br+ay+d+0oud=bry — ayy

=0 <= blag —x)—alyg —y) =0

2.6 Distance d’un point a une droite

2.6.1 Lemme

)]

Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (D). Soit K un point quel-
conque de (D).

D’aprés le théoréme de Pythagore, 'ona: MK? = MH? + HK? or HK? > 0
donc MK?2 > MH? donc MK > MH.

Par conséquent, la plus petite longueur des segments [M K] ou K € (D) est
donc M H. On dit que c’est la distance du point M a la droite (D).

13



2.6.2 Théoréme

(e

Dans un repére orthonormé , si une droite (D) a pour équation ax+by+c¢ = 0

N . Tnr
,b 0,0) et si M
ou (a,b) # (0,0) et si <yM>
alors la distance du point M a la droite (D) est

_ |axp + by +c

d(M, (D))

Démonstration :

—

Calculons le produit scalaire 7.HM de deux fagons :

o n.HM =|| 7 || x || HM || xcos(i, HM) =€ || 7 || x || HM || ou € = %1 car
i, H M) mesure soit 0 radian soit 7 radians donc cos(7, HM) = £1

|

—~

e
° Comge I’on connait les coordonnées de 77 et de HM alors :
. HM = a(xp—xg)+b(ysmr—yn) = axp+byy —(axg+byy) = axpr+byp—c

puisque H (;5) eD):ax+by+c=0

e Donce || 7 || x || HM ||= axpr + bynr — c.
Comme || HM ||= HM et || 7 ||= Va? + b?
X | aznr + by + ¢ |
D’ou HM =
Va? 4+ b2

14



2.7 Equation normale d’une droite ne passant par O

2.7.1 Théoréme

H{d cos{theta);d sin({theta))

Dans un repére orthonormé de centre O , si une droite (D)ne passe par O
et est telle que d(O, (D)) = d alors :

une équation cartésienne de (D) est : x cos(f) + ysin(0) = d.

Cette équation s’appelle une équation normale de (D).

Démonstration :
xM) € (D) << MH et OH sont orthogonaux <= MH.OH =0
M

(dcos(0) — x)(dcos(8)) + (dsin(f) — y)(dsin(f)) =0

d? cos?(0) — xd cos(6) + d? sin() — ydsin(f) = 0

d?(cos?() + sin?(0)) — zd cos(f) — ydsin(d) =0

d? — d(x cos(0) + ysin(d)) =0 < d[d — (xcos(d) + ysin(d))] =0
d— (xcos(d) +ysin(d)) =0car d#0

zcos(f) + ysin(f) =d

SRS

15



2.8 Formules de multiplication des arcs

SiaeR,beR
cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)
sin(a + b) = sin(a)cos(b) + sin(b)cos(a)
sin(a — b) = sin(a)cos(b) — sin(b)cos(a)

Siae Dtanv be Dtana a+bé€ Dy
tan(a) + tan(b)
t b) =
an(a +9) 1 — tan(a)tan(b)
Sl a € -Dtana b S Dtana a — b S Dtan
tan(a — b) = tan(a) — tan(b)
1+ tan(a)tan(b)
Siac€R,

cos(2a) = cos*(a) — sin*(a) = 2cos*(a) — 1 = 1 — 2sin?(a)
sin(2a) = 2 sin(a)cos(a)

1 2
cos®(a) = 1+ cos{Za) CZS( @)
1-— 2
sin?(a) = 1= cos(2a)
2
cosz(g) _ 1+cosla) c;s(a)
5,4y _ 1—cos(a)
sin (2) =—
a
,a 1+ 608(5)
cos*(=) =
4 2 .
San(g) B 1-— 003(5)
4 2

2.9 Formules de transformations de sommes en produits

on a donc 0
cos(a)cos(b) = 5[608(& + b) + cos(a — b)]
1
sin(a)sin(b) = —§[cos(a +b) — cos(a — b)]
sin(a)cos(b) = 1[sin(a +b) + sin(a — b)]
En posant
b=p
b=q
c’est-a-dire

[ po

2
a—+
a—
_ptyq
a =
{b:

q
2

16



on a donc
cos(p) + cos(q) = 2cos(p 5 q)c (M)
. Ptq P—q
cos(p) — cos(q) = —2sin( > )s (T)
sin(p) + sin(q) = 2sin(" 2 L)e (?)
sin(p) — sin(q) = 2sin(2_ Dycos(2 1Y)

Pour démontrer le tout il faut savoir seulement démontrer

{ cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)
sin(a 4+ b) = sin(a)cos(b) + sin(b)cos(a)

4

o OA.OB = 04 x OBcos(OA. O? = cos(a —b)

o comme OA a pour coordonnées (cos(a), sin(a)) et que OBa pour coordonnées
(cos(b), sin(b)) alors OA.0B = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)

o d’ou cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)

c

B
n
(o] E A
(a+b) = CE CD+DE_CBcos(a)+iA_C£ ()+iA_
sinla ac oc ~ oc oC " oc“ T o0 T
sin(b)cos(a)—k%() = sin(b)cos(a)—ksin(a)@ = sin(b)cos(a)+sin(a)cos(b)

17



3 Exercices

3.1

Calculer le produit scalaire @.v" lorsque :

1. |||l = 3;]|9]| = 3 et que (i, ¥) mesure g

3.2

Soit un trapéze rectangle ABC D rectangle en A et en D tel que AB = 5; AD =
4et CD=8

1. Faites une figure & main levée.

2. Calculer les produits scalaires ﬁB_()?, D?B?, B_&ﬁ

3.3

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a)tan(b)

Pour définir la formule tan(a + b) = on n’a besoin que de 3

conditions :

® ac Dtan

e bc Dtan

® a+b¢€ Dy

Pourquoi n’a -t-on pas besoin de la condition 1 — tan(a)tan(b) # 07
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