Les fonctions hyperboliques inverses

Christian CYRILLE

"Il ne s’agit ni de rire, ni de pleurer mais de comprendre"
Spinoza

1 Introduction

Vincenzo Riccati est un mathématicien italien jésuite né en 1707 & Castel-
franco Veneto et mort en 1775 & Trévise . Il est le fils du mathématicien et
physicien Jacopo Riccati dont il a publié et prolongé les ceuvres. Il est parti-
culiérement connu pour son travail sur les équations différentielles (équation de
Riccati) et sa méthode de résolution par tractoire.Il est aussi le pére des fonc-
tions hyperboliques (cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente hyper-
bolique).

2 Un petit probléme a résoudre

Soient ¢ et s deux fonctions dérivables sur R qui vérifient les 3 propriétés
suivantes :
— P Vz eR (c(x))? - (s(z))? =1
— Py:Vz eR ¢(z) = $'(x)
— P3:¢(0)=1
1. Supposons Iz € R tel que ¢(x) = 0 . mais alors comme (c(r))%—(s(z))? =
1 alors (0)2 — (s(z))? = 1 donc (s(z))? = —1 impossible.
Par conséquent, Vo € R ¢(z) # 0
2. Comme Vz € R (c(z))? — (s(2))? =1 et que ¢(0) =1
alors (¢(0))2—(s(0))? = 1 donc 1—(s(0))? = 1. On en déduit que s(0)% = 0
donc s(0) =0
3. En dérivant chaque membre de P; par rapport a la variable = , on obtient
2 (z)e(x) — 28’ (x)s(z) = 0.
Or ¢(z) = §'(z) donc 2 (z)e(x) — 2¢(x)s(z) = 0.
Par conséquent 2¢(x)(c/(x) — s(z)) =0 or Vz € R ¢(x) # 0 donc
Ve e R d(x) = s(x)
4. Onposeu=c+setv=c—s
(a) u(0)=¢(0)+s(0)=1+0=1etv(0)=¢(0)—s(0)=1-0=1
(b) v'(x) = (z) + §'(z) = s(x) + ¢(x) = u(z) donc v/ =u
v'(x) =d(z) — §'(z) = s(x) — e(x) = —v(z) donc v/ = —v



(¢) w est une solution de l'équation différentielle v’ = u donc 3k € R
u(r) = Ke*. Or u(0) = 1 donc 1 = Ke® d’ott k = 1. Par conséquent
Vz € Ronau(z) =e*
v est une solution de 1’équation différentielle v/ = —v donc Jk € R
v(z) = Ke™®. Or v(0) = 1 donc 1 = Ke® d’out k = 1. Par conséquent
VzeRonaov(r)=e”
u(z) +v(r) e*+e”

(d) Comme u =c+setv=c—s alors ¢(z) = 5 = 5

et 5(x) = u(x) ;v(m) _ e* —26_“

3 2 courbes particuliéres

1 1
Soient les fonctions f et g définies sur R par f(z) = —e” et g(x) = 56_9”.

3.1

2

Etude de la fonction sh
Soit la fonction sinus hyperbolique sh définie sur R par sh(x) = € 26
1. Dg, = R donc Vo € Dgp, on a —x € Dgy,. Alors sh(—z) = % _

—sh(x) donc sh est impaire

Comme la courbe de sh admet O comme centre de symétrie, il suffit
d’étudier sh sur RT.

sh est la différence de f et de g qui sont toutes deux dérivables sur R
donc sh est dérivable sur R donc sur RT.

Vz € Rt sh/(z) = ch(z) > 0 donc sh est strictement croissante sur R

ona lim sh(z)=4oocar lim e =4ocoet lim e ¥ =0
T——+oo T—+oo TH—+o0

On en déduit le tableau de variations suivant en utilisant la symétrie de
la courbe de sh :

x —00 0 +00
f(z) + | 1|+
flx) | —o0 | /10| /| +o0
. : e’
Comme xgar_loo sh(z) — f(z) = zgl_{loo 5 = 0 alors la courbe représen-

tative Cj;, de sh admet comme asymptote au voisinage de +oo la courbe
Cy

e*il)

Comme Vz € R 1on a sh(x) — f(z) = — 5 < 0 alors Oy, est en dessous

de Cf

—x x

Posons k(x) = 762 . Comme lim sh(z) —k(z) = lim % = 0 alors
T—>—00 I—>—00

la courbe représentative Cy;, de sh admet comme asymptote au voisinage
de —oo la courbe C},

xT

Comme Vz € R l'on a sh(z) — k(z) = % > 0 alors Cjj, est au dessus de
Cy



y=explx)/2

48 4 32 24 18 08 08




7. La tangente en 0 & Cyp, est la droite d’équation y = sh/(0)(z — 0) + sh(0)

4

c’est-a-dire d’équation y = x.

Etude de la fonction ch

Soit la fonction cosinus hyperbolique ch définie sur R par ch(z) = %
e v +e”
1. D., =R donc V& € D, on a —x € Dgy,. Alors |, ch(—z) = — =

1.

2.
3.

ch(z) donc ch est paire

. Comme la courbe de ch admet 'axe des ordonnées comme axe de symé-

trie, il suffit d’étudier ch sur RT.

ch est la somme de f et de g qui sont toutes deux dérivables sur R donc
ch est dérivable sur R donc sur RT.

Vo € RT ch/(z) = sh(z) > 0 . ch/(x) ne s’annule qu’en 0 alors ch est
strictement croissante sur R™

ona lim ch(zx)=4ococar lim e =+ooet lim e * =0
T—+oo

li
T+—>+00 T+—+00
On en déduit le tableau de variations suivant en utilisant la symétrie de

la courbe de ch :

x —00 0 +00
f'(z) —10]+
flx) | +oo || 1| 7] +o0

—X

&
Comme lim ch(z) — f(z) = lim = 0 alors la courbe représenta-
T—r—400 T—+00

tive C¢p de ch admet comme asymptote au voisinage de 400 la courbe
Cy
—x

Comme Yz € R l'on a ch(z) — f(z) = 62 > 0 alors C,, est au dessus
de Cf

eil/'
Comme lim ch(z) —g(x) = lim — =0 alors la courbe représenta-
T —00 z>—o00 2

tive Cy, de sh admet comme asymptote au voisinage de —oo la courbe
Cy
x

Comme Vz € R l'on a ch(z) — g(x) = % > 0 alors C.j, est au dessus de
Cy

La tangente en 0 & C,, est la droite d’équation y = c¢h’(0)(x — 0) + ch(0)
c’est-a-dire d’équation y = 1.

Quelques propriétés

1 1
Démontrer qu’au voisinage de +00 on a ch(x) ~ iez et sh(z) ~ §6I
1
Démontrer qu’au voisinage de —oco on a ch(zx) ~ 56_30 et sh(x) ~ —56_“”
Démontrer la formule suivante pour tout réel a ’'on a :

ch?(a) — sh?(a) = 1



6 Etude la fonction th

Soit la fonction tangente hyperbolique ¢th définie sur R par th(x) =

1.

sh(x)
ch(x)

th est le quotient de sh et de ch qui ne s’annule jamais sur R donc
Dy, = R.

Vo € Dy, = Ron a —x € Dy, et th(—z) =

sh(—z)  —sh(z)
ch(—z)  ch(x)
donc th est impaire. Sa courbe admet donc O comme centre de symétrie.
Comme sh et ch sont dérivables sur R avec en plus ch qui ne s’annule
jamais sur R alors th est dérivable sur R.

= th(z)

h h(x) — sh h 1
Ve € R th'(z) = ch(z)ch(x) — shiz)sh(z) = > 0 donc th est
ch?(x) ch?(x)
e*® —1

strictement croissante sur Rona lim th(z) =1 car th(z) = — =

) ) T—+00 e?r +1
621(1 _ eTw) _ eTx

T -1 ° im0

2
e z(l + 679”) 1+ eTx

On en déduit le tableau de variations suivant en utilisant la symétrie de
la courbe de th :

x —00 0 +00
th'(z) + +
th(z) | =1 | /(0| 7| +1

7 Fonctions hyperboliques inverses

1.

Comme la restriction de ch & RT y est continue et strictement crois-
sante alors elle réalise une application bijective de RT sur D'intervalle
J = [1;+00] . On appelle argument cosinus hyperbolique que 1’on notera
argch sa bijection réciproque.

les courbes représentatives de la restriction de la fonction ch & Rt et de
argch sont symétriques par raport a la droite d’équation y = z. Comme
1 a pour antécédent 0, comme la tangente au point d’abscisse 0 de C,, a
pour équation y = 1 alors la tangente au point d’abscisse 1 de la courbe
de argch a pour équation x = 1 . Cette tangente est verticale et Argch
n’est pas dérivable en 1

Soit y € [1; +oo[ alors

chlner\/yi* explnw\/yi* )+eap(=in(y+v/y? ~ 1)
:5 (y+ 92— 1) +e:vpln(y+7\/y2—_l))) o
T+ (e =

1, (> +y? - 1+2y\/y — —|—1
= —( =y donc In(y +/y? — 1) est an-
2 Y+ VY-

técédent de y par ch donc argch(y) = In(y + /y? —




. Comme ch’ = sh ne s’annule jamais sur |0; +-o00[ alors argch est dérivable
2
s Y -
N
sur ]1; +ool. Alors (argeh) (y) = In'(y + Vy? —
y+ VY-
Vy2—1+y B 1
G+V2P -1y -1 ViP-1

. Comme sh est continue et strictement croissante sur R alors elle réa-

lise une application bijective de R sur R . On appelle argument sinus
hyperbolique que ’on notera argsh sa bijection réciproque.

. les courbes représentatives de sh et de argsh sont symétriques par raport
a la droite d’équation y = x. Comme 0 a pour antécédent 0, comme la
tangente au point d’abscisse 0 de C., a pour équation y = x alors la
tangente au point d’abscisse 0 de la courbe de argsh a pour équation
y=zx.

. Soit y € R alors

sh(ln(y++/y?+1 ea?p (In( y—l—\/ 24 1)) —exp(—in(y+vy2 +1)))
=-((y+VvVy*+1 fexpln 7)))

y+yr+1
_1 T ; 1 g+ VY2 +1)°

1 (y + y? +1+2y\/y +1
—( =y donc In(y + y/y% + 1) est 'an-
2 v+ +1

técédent de y par ch donc argeh(y) = In(y + /y%2 + 1

. Comme sh’ = ch ne s’annule jamais sur R alors argsh est dérivable surR.

1+
22 +1
Alors (argsh) (y) =In'(y+ V2 +1) = —————
y+yr+1

Vyi+1l+y 1

VIR VRl




08 y=argch(x) =In{x + sqrt(xA2-1))
48 32 24 A8 08 08 16 24 32 48
X
081
y = argsh(x) =In(x + sqrt(xA2+1))
-1 61
24




9. Comme th est continue et strictement croissante sur R, comme lim th(z) =1
T—>—00

et lirll th(z) =1 alors la fonction th est une application bijective de
T—>+00

R sur Pintervalle | — 1;1[ .On appellera argument tangente hyperbolique
que l'on notera argth la bijection réciproque de la fonction th

1 1
10. On démontre que pour tout y € | — 1;1[ l'on a th(§ln(1ﬂ) =y donc
-y
1. 1+y
thy) = =In(~——Y
argthly) = 5in( 1)

11. argth est dérivable sur R car th’ ne s’annule jamais sur R.

1. 1+y 1
thY (y) = (=i~ )y =
(argth)'(y) (2 n(l—y)) 1= 42

24

y=argth(x)

1

v §

e 08 y=thix)
48 4 a2 24 A8 08 08 | 16 24 a2 4
i X

08 g

4, :

24




8 Encore quelques propriétés

On démontre les formules suivantes pour tous réels a et b I'on a :

1. ch(a +b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b)

2. sh(a +b) = sh(a)ch(b) + sh(b)ch(a)

th(a) + th(b)

1+ th(a)th(d)

On en déduit les formules de multiplication des arcs :

ch(2a) = ch(a + a) = ch*(a) + sh®(a) = 2ch®(a) — 1 = 1 + 2sh?(a) car
ch?(a) — sh?(a) =1

3. th(a+0b) =

2th(a))
sh(2a) = 2sh(a)ch(a) et th(2a) T+ th?(a)
) 1412 2t .
Démontrer alors que ch(z) = 12 sh(z) = [ et th(z) 2 o0 le para-

métre t = th(g)

9 Quelques minorations, majorations et encadre-
ments

1. La fonction x — sh(x) — x est dérivable sur R et a pour dérivée = +—
ch(xz) — 1. Par conséquent comme Vo € R on a 1 < ch(x) alors la dérivée
est positive donc la fonction est croissante sur R donc sur RT. Or elle
vaut 0 en z = 0 donc pour tout réel > 0, on a : sh(z) —x > 0 donc
x < sh(x)

22
2. (a) soit m(z) = ch(z) — (1 + ?) Alors m/(z) = sh(xz) — x donc pour
tout réel z > 0 'on a m/(z) > 0. Donc m est croissante sur R*. Or
m(0) = 0. Donc pour tout réel z > 0 on a m(z) > 0 donc pour tout

2
réel z > 0on a 1+%§ch(m).

3 2

(b) soit n(x) = sh(x) — (z+ %) Alors n/(x) = ch(z) —1— % donc pour
tout réel x > 0 lon a n'(x) > 0 d’aprés la question précédente. Donc

n est croissante sur RT. Or n(0) = 0. Donc pour tout réel z > 0 on a

3
n(x) > 0 donc |z + % < sh(x)

3. Sur [0;1] on a:
(a) la fonction p définie par p(z) = 2z — sh(x) qui est dérivable et qui a
pour nombre dérivé 2 — ch(z).
Or Vx € [0;1] on a : 1 < ch(z) < ch(1) =~ 1,54 donc Vx € [0;1]
on a: 2 — ch(zx) > 0. La fonction p est donc croissante sur [0;1] et
par conséquent p(x) > p(0) avec p(0) = 0 donc 2z > sh(x) donc
sh(x) <2z |.

(b) la fonction ¢ définie par q(x) = 1+ 2% — ch(z) qui est dérivable et qui
a pour nombre dérivé 2z — sh(x).



Or Vz € [0;1] on a : 2z > sh(z) donc Va € [0;1] on a : ¢'(x) > 0. La
fonction ¢ est donc croissante sur [0; 1] et par conséquent g(z) > ¢(0)
avec q(0) = 0 donc 14 2% — ch(z) > 0 donc | ch(z) < 1+ 2?

3

4. (a) Soit la fonction r définie par r(x) = z + — — sh(x). Alors 7 est
dérivable sur [0;1] de nombre dérivé r'(z) = 1+ 22 — ch(x) > 0
donc r est croissante sur [0;1] donc r(z) > r(0). Or r(0) = 0 donc

3

sh(z) <x+ %

w

i

(b) Soit la fonction s définie par s(z) = 1 +

l\')‘&w

+ 916— — ch(x). Alors s
e
a:)::z:Jr?fsh(x)ZO

—~

est dérivable sur [0; 1] de nombre dérivé s’

donc s est croissante sur [0;1] donc s(z) > s(0). Or s(0) = 0 donc
2?2t
hiz) <14+ — 4+ =
ch(z) <1+ 5 + 12
x?2 ot
5. Comme, Vx € [0;1], ch(z) <1+ 2% et ch(z) <1+ =) + 5 alors
x? x? 1
0<ch -1+ =)< —< —
schle) =+ )<< 5
23
Comme, pour tout réel x compris entre O et 1, x+ 5 < sh(x) et sh(z) <
3 3 3 3
z+% alorsogsh(x)f(awr%) < %f% donc
3 3
1
0<sh(@)—(r+5) < T <o

10 Etude d’une suite pour terminer

xT

Soit la fonction F definie sur R par F(x) =14 sh(x)
1lsiz=0

stx#£0

1. — étape 1 : Dp = R est centré en 0 c’est-a-dire Vo € Dp ona —x € Dp
— étape 2 : ou bien z = 0 alors F'(—0) = F(0)
i —x —x x
ou bien z # 0 alors F(—x) = sh(—z) ~ Zsh(@) ~ sh(z) ~ F(x)
— Conclusion : Vo € Dy on a —x € Dp et F(—z) = F(z) donc F est
paire. La courbe représentative de F' admettra ’axe des ordonnées
comme axe de symétrie.

2. Pour prouver que la fonction F' est continue en 0, nous allons démontrer
que lirr%) F(z) = F(0) =1 Comme sh est de classe C* alors sh admet
T

un développement limité d’ordre 3 au voisinage de tout réel x donc au

10



voisinage de 0.

Par conséquent, pour tout x non nul et proche de O on a :
2

3
sh(z) = sh(0)+—sh’ (0)+ = sh” (0)+ = sh®) (0) +a3¢(z) avec lim e(z) = 0
1 91 31 e}

x z? z3 3
donc sh(z) =0+ TCh(O) + 78]1(0) + FCh(O) =x+ 5 + z°¢(x) avec
lim e(z) =0
0 1
x x
Donc F(z) = Sh(z) = 5 =

x z?
T+ 5 +ade(x) 1+ 3 + z%e(x)
Alors comme lin}) e(x)=0on a lin%) F(z) =1= F(0). CQFD.
T T

. Pour tout x non nul et proche de 0 on a :
x 3

v x 3
Fl@)—F(0) sh(@) | a-she) ¢ @+ +ale@)
— - - - 3 j
1 1
| Ppoda)  alf )
$2<1+*+$6($)) 1+ z +:);'e(gj)
F - F
Par conséquent liHb (270(0) = 0 donc la fonction F est dérivable en
T —

Oet F/(0)=0

. F est le quotient de Id et de sh. Or Id est dérivable sur R donc sur R*
ainsi que sh avec en plus sh qui ne s’annule jamais sur R* donc F' est
dérivable sur R*.

Ve # 0 on a F'(z) = L(sh(z) — weh(z) = f(z) en posant H(z) =

sh?(x) sh?(x)
sh(z) — xzch(x)
. Id est dérivable sur R ainsi que ch donc x — zch(z) est dérivable sur R.
De plus sh est dérivable sur R. Donc H qui est la différence des fonctions
sh et  — zch(x) est donc dérivable sur R.
Vz € Ron a H'(x) = ch(z) — (1ch(z) + xsh(x)) = —zsh(z) .
x et sh(z) ont méme signe donc H'(x) < 0 sauf en 0 ou H'(z) = 0 par
conséquent H est décroissante sur R. Comme H(0) = 0 alors si < 0 on
aH(x)>0;siz=0alors Hz)=0etsiz>0ona H(zx) <0
. Comme le signe de F’(z) est celui de H(x), on peut en conclure que sur
] — 00; 0] F est croissante; sur ]0; +oo[ F est décroissante avec un point
maximum pour la courbe de F' celui de coordonnées (0;1) car F(0) =1

11



48

(a)

081

Upt1 = Fu,) sin €N

Soit la suite (uy,) definie par {
Upg = 1

F est décroissante sur RT donc sur [0,8;1] donc F < [0.8;1] >=
[F(1): F(0,8)] C [0.8;1] car F(0,8) ~ 0,85 et F(1) ~ 0,9.
Démontrons par récurrence que ¥n € N lon a u, € I = [0.8;1].

i. étape 1 : ug =1 donc ug € 1

ii. étape 2 : Soit k£ € N. Supposons que ur € I mais alors comme
F <I>cCIalors f(ug) € I donc ug41 € 1

iii. Comme la propriété est initialisée en 0 et héréditaire alors Vn € N
on au, € I =1[0.8;1]

F(0) =1 # 0 donc z = 0 n’est pas solution de I’équation F'(z) = =.

Nous allons donc résoudre cette derniére dans R* :

F(a:)z:c(z}mzw@)mzwsh(m)@x—xsh(x):();}

sh(x

(1 —sh(x)) =0<= sh(z) =1 car z # 0.

Or sh est une application bijective de R sur R de bijection réciproque

argsh .

Donc F(z) = © < x = Argsh(1).

a = Arg(1) est donc la solution unique de 'équation F(z) = x sur R.

Comme sh(0,8) ~ 0,89 et que sh(l) ~ 1,18 et que 0,89 <1 < 1,18

alors 0,8 < a < 1.

Soit 0,8 < z < 1 donc comme H est décroissante sur [0.8;1] alors

12



|H(1) < H(z) < H(0,8)|

Comme sh est croissante sur [0.8;1] alors

0 < sh(0,8) < sh(:z:) < sh(l) donc 0 < sh?(0,8) < sh?(x) < sh?(1)
1 1

donc 0 <

sh2(1 ) sh?(x) — sh2(0 8)"
mais H(1) < H(z) < H(0,8) < 0donc —H (1) > —H(x) > —H(0,8) >
0 d’ou H(08)< —H(z) < H()<O

H(0,8) _ —H(x) H(1)
done — < >§ SHZ(0.8)

sh2(1) — sh?(z
H(0,8) S H(z) < H(1)

ot P ¢ 81
To G0y 2 i) 2 shao,g) Lor conséquent, Vo € [0.8:1]
H(1) , H(0.8)
< Fl(z) <
208 =70 = e
(H(1) H(0.8)
~ —0.1 _ < F’ <

Or sh2(08 —0,47 et sh2(1) 0,13 donc —0,5 < F'(z) < 0

donc |F'(x)] < 0,5.

Comme F est continue sur [0, 8; 1], comme F est dérivable sur [0, 8; 1],

comme Vz € [0,8;1] on a |F'(z)] < 0,5 comme ¥n € N lon a u, €

[0.8;1] , comme « € [0.8;1] alors d’aprés I'inégalité des acroissements

finis,

Vn € Non a |F(u,) — F(a)| <0.5u, — «f

donc Vn € Non a |u,q1 — o) =< 0.5|u,, — af

Démontrons par récurrence que ¥n € N on a |u, — o] < 0.2(0.5)"

i. étape 1 : la distance entre ug et o qui est |ug — «f est inférieure a
1 car ug € [0.8;1] et a € [0.8;1] donc |ug — af < 0.2(0.5)°

ii. étape 2 : soit k € N . Si 'on suppose que |u — a| < 0.2(0.5)F.
Comme |uy1—a| =< 0.5lup—al alors |ug1—a| =< 0.5(0.2(0.5))
donc |uyy1 — al <0.2(0.5)F1

iii. Conclusion, d’aprés les étapes 1 et 2 on peut conclure que Vn € N
on a0 <lu, —al <0.2(0.5)"

Comme lirf 0.2(0.5)" =0 car —1 < 0,5 < 1 alors d’aprés le théo-

n—-+0o0

réme des gendarmes lim |u, — | =0donc lim w, —a = 0. Alors
n—>+400 n—+00

lim u, =«
n+—r—+o0o
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