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"En mathématiques, nous sommes d’avantage des serviteurs que des maitres."

Hermite

Une fonction numérique peut s’étudier en 10 points sauf dans les cas suivants ou ’on peut dessiner
sans étude la courbe C; dans un repére R = (0; ¢, j ) :
La fonction affine x - az+bouacRetbeR:
la courbe représentative est une droite d’équation y = ax + b

La fonction partie entiére z — [z] = le plus grand entier relatif précédant x qui est une fonction en
escalier définie sur R, continue sur chaque segment ouvert |n;n + 1[ ot n € Z et continue & droite en

tout n € Z
. . ar +b
La fonction homographique z — —d ouc#0etad—bc#0:
- cx
la courbe représentative est une hyperbole d’équation y = d ayant pour asymptotes les droites
cx
a
d’équation xr = —— et y = — et pour centre de symétrie le point d’intersection de ces 2 asymptotes :
c
d a
Q .
(=2:2)
La fonction trinédme z — ax? +bx +cotia #0 :
A
sa courbe représentative est une parabole de sommet Q(—2—; —4—) ol A = b? —4ac et d’axe de symétrie
a a
b
la droite D : x = ——
2a

les 4 fonctions circulaires = — sin(z), z — cos(z) , x — tan(x) et * — cotan(x)

la fonction f = —g:
si ’on connait C, alors Cy est I'image de Cy par la symétrie d’axe ’axe des abscisses.

la fonction f =|g| :
si 'on connait C, alors Cy coincide avec C,; pour tout x tel que g(z) > 0 et Cy coincide avec C_4 pour
tout z tel que g(z) < 0.




3 PARITE, IMPARITE,PERIODICITE

1 Ensemble de définition

Déterminer I’ensemble de définition de f s’il n’est pas donné directement par ’énoncé.

2 Simplification éventuelle de f(z)

Simplifier si cela est possible f(z).
Attention, il ne faut jamais simplifier avant d’avoir cherché ’ensemble de définition..

A

11 onaDy=R—{l}etVeeD; flz)=z+1

z2 —
Exemple, pour f(z) =
x

3 Parité, imparité,périodicité

- =
1y

Une fonction f est paire dans un repére R = (O, i ,

) lorsque les 2 conditions suivantes sont réalisées :
Dy est centré en 0 c’est-a-dire Dy admet O comme centre de symétrie c’est-a-dire Vo € Dy, on a —x € Dy
Vo € Dy, on a f(—z) = f(x)

Lorsque f est paire dans un repére R = (O,

y = 0 comme axe de symétrie.
. . . N - = ., . T
Une fonction f est impaire dans un repére R = (O, ¢, j ) lorsque les 2 conditions suivantes sont réalisées :

- =
i, j ) alors Cradmet I’axe des ordonnées, la droite d’équation

Dy est centré en 0 c’est-a-dire Dy admet O comme centre de symétrie c’est-a-dire Vo € Dy, ona —z € Dy

Vz € Dy, ona f(—x) = —f(z)

- =
Lorsque f est impaire dans un repére R = (O, i, j

i ) alors Cy admet le point O comme centre de symétrie.

- —
Une fonction f est périodique de période T > 0 dans un repére R = (O, i, j ) lorsque les 2 conditions
suivantes sont réalisées :

VxEDf,onax—FTeDf
Ve € Dy, ona f(z+T) = f(z)

- —
Lorsque f est périodique de période T dans un repére R = (O, ¢, j ) alors C; est globalement invariante

)

par la translation horizontale de vecteur ti .

3.1 Axe de symétrie

La droite D : x = a dans le repére R est un axe de symétrie de Cy

)
N , - , . N . '
Dans le repére R’ = (Q(a,0)r; i, j ) la courbe a pour équation Y = g(X) ot g est paire dans R'.
On utilise pour cela les _f)ogr)mles de changement de coordonnées : N
M(z,y) dans R = (O; i, j )a pour coordonnées ((X,Y) dans R' = (Q; i, j)avec X =z —aetY =y
0

Pour tout h tel que a+h € Dy onaa—h € Dy et f(a+h)= f(a—h)

0

Pour tout = tel que € Dy on a 2a —x € Dy et f(2a —z) = f(z)
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3.2 Centre de symétrie

Le point Q(a;b)r est un centre de symétrie de Cy

)

- =
Dans le repére R’ = (Q; 7, j ) la courbe a pour équation Y = g(X) o g est impaire dans R’.
On utilise pour cela les _f)ognules de changement de coordonnées : oo
M(z,y) dans R = (O, i, j )a pour coordonnées ((X,Y) dans R' =(Q; i, j)avec X =z —aetY =y—b

0

Pour tout h tel que a+h € Dyonaa—h e Dyet fla+h)+ fla—h)=2b

0

Pour tout = tel que € Dy on a 2a —x € Dy et f(2a —x) =2b — f(x)

4 Dérivabilité ; continuité

On étudie d’abord la dérivabilité puis la continuité de f sur les intervalles formant ’ensemble d’étude.
On fera une étude spécifique aux points charniéres lors que f est une fonction définie par morceaux.

On pourra utiliser le résultat suivant : si une fonction f est dérivable en xg alors elle est continue en zq

5 Etude des variations

5.1 Meéthode 1
On étudie le signe du nombre dérivé f'(z) (lorsqu’il n’est pas évident) en résolvant séparément par équivalence
logique :
I'équation f'(z) =0
I'inéquation f/(z) >0
Sur tout intervalle T ot f'(x) > 0, f est strictement croissante.
Sur tout intervalle T ot f'(x) < 0, f est strictement décroissante.

5.2 Meéthode 2
Pour déterminer les variations de f, au lieu de déterminer le signe du nombre dérivé, on peut aussi utiliser les
théorémes suivants :
La somme g + h de 2 fonctions g et h croissantes sur un intervalle I est croissante sur [
La somme g + h de 2 fonctions g et h décroissantes sur un intervalle I est décroissante sur I
La composée h o g d’une fonction croissante g sur I et d’une fonction croissante b sur J avec J C f < I >
est croissante sur 1

La composée h o g d’une fonction décroissante g sur I et d’une fonction décroissante h sur J avec
J C f < I > est croissante sur 1

La composée h o g d’une fonction croissante g sur I et d’une fonction décroissante h sur J avec J C f < I >
est décroissante sur I

La composée h o g d’une fonction décroissante g sur I et d’une fonction croissante h sur J avec J C f < I >
est décroissante sur



10 REPRESENTATION GRAPHIQUE

6 Etude des limites

On étudie les limites de f aux bornes de ’ensemble d’étude.

7 Tableau de variations

On dresse alors le tableau des variations de f.
Il ne doit pas y avoir de contradiction entre les limites et les variations de f.

8 Tableau des valeurs et points remarquables

On dresse un tableau de valeurs de f(z) en précisant :
e le point d’intersection M(0,f(0)) de Cs et de I’axe des ordonnées lorsque 0 € Dy

e les points éventuels d’intersection de la courbe Cy et de I'axe des abscisses. Ces points ont pour abscisses
les solutions éventuelles de 1’équation f(z) =0

9 Etude des branches infinies

A Taide des limites , on étudie les branches infinies de Cy (asymptotes, branches paraboliques, directions asymp-
totiques, ...)
Il faut en particulier préciser :

e les points éventuels d’intersection de la courbe et de ses asymptotes

e la position relative de la courbe et des asymptotes.

10 Représentation graphique

e On dessine alors Cy en respectant le type de repére et les unités de longueur imposés par 1’énoncé.

e Les pentes des tangentes aux points remarquables doivent étre dessinées.

La courbe doit étre légendée.

Il ne faut pas oublier les symétries et périodicités éventuelles.
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11 Retour sur les branches infinies

11.1 Définition

On dit que la courbe représentative Cy de la fonction numérique d’une variable réelle f présente une branche
infinie lorsque 1'on est dans I'un des 4 cas suivants :

x tend vers 400
x tend vers —oo
f(x) tend vers 400
f(z) tend vers —co

Attention!!! Deux de ces quatre conditions peuvent apparaitre simultanément.

11.2 Droites asymptotes

paralléles a I’axe des ordonnées Lorsque 1’on est en présence d'un des 4 cas suivants :
a. quand z tend vers 5170 on a f(x) qui tend vers 400
b. quand z tend vers 2§ on a f(z) qui tend vers —oo
c. quand z tend vers z; on a f(z) qui tend vers o0

d. quand z tend vers z; on a f(z) qui tend vers —

Alors la droite (D) d’équation 2 = z est une asymptote verticale & C; au voisinage de xj dans les deux
premiers cas (resp. z; dans les deux derniers cas )
paralléles a I’axe des abscisses Lorsque 1’on est en présence d’un des 4 cas suivants :
a. quand x tend vers +oo on a f(x) qui tend vers yg
b. quand z tend vers +o0 on a f(x) qui tend vers y,
c. quand z tend vers —oo on a f(z) qui tend vers yg-
d. quand z tend vers —oo on a f(x) qui tend vers y,

Alors la droite (D) d’équation y = yo est une asymptote horizontale a Cy au voisinage de +o00 dans les
deux premiers cas (resp. —oco dans les deux derniers cas )

obliques Lorsque ’on est en présence d’'un des 2 cas suivants :
a. f(z) = ax+ b+ e(x) avec ll}rf e(x) =0
b. f(z) = ax + b+ e(z) avec 'Em e(z) =0

Alors la droite (D) d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a Cy au voisinage de +oo dans le
premier cas (resp. —oo dans le deuxiéme cas)
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11.3 Courbes asymptotes et Positions relatives

Lorsque I’'on est en présence d’un des 2 cas suivants :
o f(x) =g(x)+ e(zx) avec mll)rfoo e(z) =0
o f(z) =g(x) + e(x) avec li}r}l e(x) =0

Alors la courbe C,; d’équation y = g(z) est une courbe-asymptote & C; au voisinage de +oo dans le premier
cas (resp. —oo dans le deuxiéme cas )

11.3.1 Positions relatives d’une courbe et de son asymptote

Pour déterminer les positions relatives de la courbe C; d’équation y = f(z) par rapport a son asymptote
Cyd’équation y = g(x), il suffit d’étudier le signe de la différence f(x) — g(x)
e Les z éventuels annulant f(z) — g(x) sont les abscisses des points d’intersection des courbes Cy et Cq4

e Les x éventuels tels que f(x) — g(z) > 0 sont les abscisses des points tels que la courbe Cy est au-dessus
de la courbe C,

e Les x éventuels tels que f(x) —g(x) < 0 sont les abscisses des points tels que la courbe Cy est en-dessous
de la courbe C,

11.3.2 Exemple : les fonctions hyperboliques sh et ch

et —e " e +e " e’ e ” e’
Soit sh(z) 5 i ch(z) 5 (@) = 5i9(2) = = k(@) 5
‘ 2 ‘ Dy, =R donc V € Dgp, on a —x € Dgy,. Alors sh(—x) = % = —sh(x) donc sh est impaire

Comme la courbe de sh admet O comme centre de symétrie, il suffit d’étudier sh sur RT.
sh est la différence de f et de g qui sont toutes deux dérivables sur R donc sh est dérivable sur R donc
sur RT.
Vo € RT sh/(z) = ch(xz) > 0 donc sh est strictement croissante sur R
ona lim sh(z)=+occcar lim e*=+occet lim e * =0
T —+00 T—=400 L4000
On en déduit le tableau de variations suivant en utilisant la symétrie de la courbe de sh :

T —00 0 +00
f(x) + | 1] +
flx) | =00 | /10| 7| 400

—T

e
Comme lim sh(z)— f(x) = lim ——— =0 alors la courbe représentative Cy;, de sh admet comme
B x——+00 x——+00 2

asymptote au voisinage de 400 la courbe C'y

—T

Comme Vz € R lon a sh(z) — f(z) = 767 < 0 alors Cgp, est en dessous de C
Comme lim sh(z)—k(xz) = lim % = 0 alors la courbe représentative Cyp, de sh admet comme asymp-
T —00 T —00
tote au voisinage de —oo la courbe Cj,
e’ 4e” .
D¢, =R donc Vo € D¢y, on a —x € Dgp,. Alors | ch(—x) = —y = ch(z) donc ch est paire

m Comme la courbe de ch admet 1’axe des ordonnées comme axe de symétrie, il suffit d’étudier ch sur R*.
ch est la somme de f et de g qui sont toutes deux dérivables sur R donc ch est dérivable sur R donc sur
R+.

Vo € RY ch/(z) = sh(xz) > 0 . ch/(x) ne s’annule qu’en 0 alors ch est strictement croissante sur R™

ona lim ch(r)=4ococar lim e*=+ocoet lim e =0
r—400 T—+oo T—+oo
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On en déduit le tableau de variations suivant en utilisant la symétrie de la courbe de ch :

x —00 0 +00
f'(x) - 10+
() | 4+o0 | (| 1] 7| 40

—x

Comme lim ch(z) — f(z) = lim € —0 alors la courbe représentative Cyp de ch admet comme
T—+00 +oo

T
asymptote au voisinage de 400 la courbe C'y

—T

Comme Vz € R lon a ch(z) — f(z) = 67 > 0 alors C¢p, est au dessus de Cy

ew
Comme lim ch(z) —g(r) = lim — = 0alors la courbe représentative Cyp, de sh admet comme asymp-
- T —00 TH——00 2

tote au voisinage de —oo la courbe C

x

Comme Vz € R lon a ch(z) — g(z) = % > 0 alors Cyy, est au dessus de Cy

y=x
y=expix}/2 y=exp(-x)/2
48 4 32 24 16 08 08 : 24 32 4 48

y=-exp(-x}/2
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11 RETOUR SUR LES BRANCHES INFINIES

11.4 Branches paraboliques et directions asymptotiques

On calcule lim f(@)

r——+o0 €T

Alors C; admet

ou cette limite vaut 0

une branche parabolique de direction (Ox)

ou cette limite vaut oo

une branche parabolique de direction (Oy)

ou cette limite vaut a # 0

On calcule J,»EI-EOO f(z) —ax

ou elle vaut b

D :y = ax + b est une asymptote oblique

ou elle vaut oo

D : y = az est une direction asymptotique
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12 Résolution des équations f(z) =m ; f(x) =mzx

12.1 Fonction numérique non injective et non surjective

"Je doute, j’hésite, je me trompe, je médite, je change de direction ... donc j’apprends.”
Proverbe khirkize -17éme siécle

Préambule :
Soient F et F' des ensembles. On dit qu’'une relation f de E vers F est une application de E vers F' lorsque tout
élément de E a une image et une seule par f dans F. On appelle f < E > le sous-ensemble de F' , ayant pour
éléments les images des éléments de E par f. On dit qu'une application f de E vers F est injective lorsque
deux éléments quelconques distincts de £ ont deux images distinctes dans F. On dit qu'une application f de
E vers F' est surjective lorsque tout élément de F' a au moins un antécédent par f dans E. On dit qu’une
application f de E vers F' est bijective lorsque f est injective et surjective.
Sujet :
Soit f la fonction numérique d’une variable réelle définie par :

2?4+ z—1

On appellera (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
Démontrer que f est bien une application de R dans R

Etudier et représenter graphiquement f dans un repére orthonormé. (unité graphique : 3 cm). Préciser
les points d’intersection de (Cy) avec les axes du repére ainsi que son asymptote.

Démontrer que (Cy) a un axe de symétrie que l'on précisera.

a. Résoudre graphiquement, en discutant selon m, équation suivante (E) : f(x) = m d’inconnue
réelle x et ot m est un paramétre réel

Retrouver les mémes résultats par une méthode algébrique.

L’application f est-elle injective 7

Déterminer ’ensemble-image de R par f noté f <R > .

L’application f est-elle surjective 7 Justifier .

e o T T

L’application f est-elle bijective ? Justifier.

12.2 Corrigé

224+zx—1
+r+1
On appellera (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé R = (O; 1, 7).

Soit f la fonction numérique d’une variable réelle définie par f(z) =

Dy =R car Vo € R l'on a 2% + z — 1 qui existe ainsi que 22 + z + 1 et en plus, 22 + z + 1 # 0 car son

discriminant A = —3 < 0. Comme Dy = R tout réel « a donc une et une seule image f(x) donc f est bien
une application de R dans R
B =D =R

b. On ne peut simplifier f(x)

.’172

-1
c. Dy =R est bien centré en 0 mais f(—x) = 2736_'_1 # f(z) et f(—x) # —f(x) donc f est ni paire,
2 —x
ni impaire dans R = (O; i j) On étudiera f sur £y = R.

d. f étant une fonction fraction rationnelle est donc dérivable donc continue sur son ensemble de défi-

nition : R. Vx € R 'on a :
Qr+1) (2?2 +z+1)— (2> +2—-1)2z +1)

) —
J'w) = (@2 —z+1)?
2084222 42+t + 1208+ + 0+ —20 -1 4w 42
B (22 —z+1)? (@2 -z + 1)
Comme (22 — z + 1) > 0 alors le signe de f/(x) est celui du binéme 4x + 2
2
e. o Comme f est une fonction fraction rationnelle, lim f(z) = lim % =1
T——00 rT——00 I
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ol 16 = i T =
e donc Cy admet au voisinage de —oo et de 400 la droite (D) d’équation y =1
f.
I
T —00 ) +00
f'(z) -1 0 |+
1 1
f(z) pY /
5
3

g i Cpn(Oy) = {M(0; f(0))} = {M(0;—1)}
~1-5 s —1+V5

ii.f(x)zO(z)ﬁ—l—x—le(z»wzm’zToux:x 5
-1-v5 —1+5
done Cy N (Oz) = {M1(——5—;30); Mao(———30)}
2=l _
el
3
_TEﬁ 1+ Diy=m ieim=1 7_”"'““
o m::":’;mfm -~ ;:_y_zm_idmzuz
10 I5 )\ 0 / ¥ ‘s 1‘0
\ i "
I‘\I‘—]]'T" 10)=-1
I
\:/ Diysm id me-5/3
_: Diy=midm=-2
3
/ 1 4 .
Prouvons (Cy) admet D’ : x = —5 comme axe de symétrie. Pour cela posons a = —3 alors 2a—z = —1—z

a. Pour tout x € Dy = R l'on a bien —1 —2 € R donc 2a —x = -1 —x € Dy
(-1—2)?-1-2-1 14+2x+22-1-a2-1 22+2-1

b_ 2— frnd —1— frng frd frg frng

el i ps -y pproray Sl By e gy punpepra Wi prapearng WA

1
c. Donc (Cy) admet D' : z = —7 comme axe de symeétrie.

@ a. Résolution graphique de (E): f(z) =m :
f(x) = m <= z est 'abscisse éventuelle des points d’intersection de Cy et de la droite D, : y =m

5
e ou bien m < —3 alors pas de point d’intersection de Cy et de D,, donc pas de solution pour (E)

5 12
e ou bien m = —— alors un seul point d’intersection M(_i; g) de Cf et de Dy,

donc une seule solution z = —g pour (E)

. 5 . . . .
e ou bien —— < m < 1 alors deux points d’intersection de Cy et de D,,, donc deux solutions 2’ et

x” pour (F)
e ou bien 1 < m alors pas de point d’intersection de Cy et de D,,, donc pas de solution pour (E)
b. Résolution algébrique de (E) : f(x) =m :

2

-1

flx)=m 7x21x+1 =me=?tr-1=m@*+2+1) = 1-m)2z*+(1-m)z—1-m =0
2+

10
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e ou bien m = 1 alors (E) : 022 + 0x — 2 = 0 pas de solution
e ou bien m # 1 donc (E) est bien de degré 2
A=01-m?—40-m)((-1—=m)=1-m)[(1 —m)+4(1+m)] = (1 —m)(5+ 3m)
A est un trinébme de variable m de racines 1 et %, d’aprés le théoréeme du signe du trind6me on

peut donc dire que :

5
3

m —00 -

A= m)(513m) SEREVIE

-5 -1
i. sim= 3 alors A = 0 donc (E) a une seule solution 2 = -

il. si 3 <m < 1 alors A > 0 donc (F) a deux solutions z’ et x”

-5
iii. sim < 5 oum> 1 alors A < 0 donc (E) n’a pas de solutions.

SV T B e Y

‘ 5 ‘ a. L’application f n’est pas injective car )=0.

5
b. D’aprés I’étude des variations de f alors I’ensemble-image f < R >= [—5; 1[.
5
c. L’application f n’est pas surjective car f < R > R. En effet, il suffit de choisir un y ¢ [—gg 1] . cet
y n’a pas d’antécédent par f dans ’ensemble de départ R.

d. L’application f n’est donc pas bijective car f n’est pas injective. On pourrait dire aussi que 'appli-
cation f n’est donc pas bijective car f n’est pas surjective.

11
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12.3 Résolution équations f(z) =m et f(z) = mx

Soit la famille de fonctions numériques d’une variable réelle (f,,) ot m est un paramétre réel et f,, est
définie par

mx3

(1—x)?
On note C,, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormé R = (O;7, ).
Démontrer que Vm € R C,, admet au moins un point fixe dont on donnera les coordonnées.
Soit la fonction f;.

fm(x) =

C D
a. Déterminer des réels A, B,C et D tels que fi(z) = Az + B + — + A=

Cei s’appelle la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle ﬁ
—x

b. Etudier la fonction f; et représenter f; dans le repére R = (0;7, 7).

Soit la fonction f_;. Construisez sans étudier f_; sa courbe représentative C_; dans un repére ortho-
normé

Construisez aussi sans étudier h la courbe C;, dans un repére orthonormé lorsque

|zl

M= i-ap

Résoudre graphiquement I’équation suivante d’inconnue réelle x et de parameétre m € R. :
3 —maz? +2mx —m =0
Déterminer graphiquement, le nombre et le signe des solutions de I’équation d’inconnue x :

23(1 —m) 4+ 2ma® —mx =0

Retrouvez les résultats de la question précédente par une méthode algébrique.

12.3.1 Corrigé
m o ma? existe pour tout réel x
e (1 —x)? existe pour tout réel x
e (1-2)2=0<+=1-2=0<+= z=1
Par conséquent, ’ensemble de définition de fm est R — {1}.

11 est évident que si z = 0 alors f,,(0) = =0.

(1—a)?

Donc Vm € R C,, admet au moins un point fixe O (

23
fi(z) = m

_ c D a®  (Az+B)(x-1)P*+C(1—xz)+D
a Vel ) =Ary By o Ty T g T (1)
— 2°=(Ar+B)(1-2)?+C(1—2)+D < 2°=(Az+B)(1-22+2*)+C(1—2)+ D
A=1
— 2’ =Ar*+2?(B-24)+2(A—2B+C)+B+C+D — B-24=0
A-2B—-C=0
B+C+D=0

12
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par identification des coefficients des mondmes respectifs.

=1
C D B=2
Donc Vx # 1 fl(a:)—Ax+B+1_x+(1_x)2 — C—_3
D=1
Par conséquent,
3 3 1

Vo #1 s =T+2— +

(1-12) 1—z (1—2x)2

b. e f; est une fonction rationnelle car c’est le quotient de deux fonctions polyndémes donc f; est
dérivable (donc continue)sur son ensemble de définition Dy, =R — {1}

cve gl play AT =2’ 2 (N -0) _ 2P1-a)B1-2)+20) _2*(1-2)3-a)

1 —a) - (1—a) YL
Comme Vz # 1 (1 —z)* > 0 alors le signe de f’(z) est celui de 2%(1 — z)(3 — z)

T —00 0 1 3 +00
a? + o[+ + +
1—2)(3—x) T T 0 — 10 |+
(1—2)" + + 0 T +
f'(x) + 0]+ I — 10 |+
+oo || + o0 +0o0
s |
0 | pY /
f(x) /! |
27
- | T
I
e = f(0)=0
27
— f(3) = 1
— i lim fi(z) =+occcar lim 23 =1et lim (1 -2)>=0"
x—1- T—1- 1"

ii. lim fi(z)=+occar lim 2°=1et lim (1—2)*>=0"
o1+ o1+ 1t
iii. La courbe de f; admet pour asymptote verticale la droite d’équation x = 1
3

— i lim fi(z)= lim — = lim z=+o0
T——+00 T+ T T —+00
ii.
3
iii. lim fi(z)= lim — = lim = -0
TH—00 T —00 T2 T —00

iv. Etudions ces deux branches infinies :

3 3
A. limz — +oo—f(x) =limz — +oox7 =limz — —|—oox— =1

x (1 —x)? a3
3 3 _ 1— 2
B. limx»—>+oof(x)—leimxl—>+oo(1fx)2—leimx._)+oow

2
zlimxl—>+oo—2:2
x

C. idem au voisinage de —oo

D. Par conséquent, au voisinage de —oo et au voisinage de 400 la courbe de f admet comme
asymtote oblique la droite d’équation y = x + 2
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12.3 Résolution équations f(x) = m et f(+3 =RESOLUTION DES EQUATIONS F(X)=M ; F(X)=MX

e —x
"i‘ o fi(x)= A= = — f1(x) donc sa courbe représentative C_; en vert est I'image de la courbe rouge

C; par la symétrie orthogonale d’axe I’axe des abscisses dans le repére orthonormé
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12.3 Résolution équations f(x) = m et f(+3 =RESOLUTION DES EQUATIONS F(X)=M ; F(X)=MX

LA
——— = fi(x)sizx >0
oo
[ ] r) = —————=
- (1-2)? 3
m = ffl(.r) six é 0
e Par conséquent, C — h coincide avec la courbe verte C_; sur | — 0o; 0] et avec la courbe rouge C; sur
[0; +o0]
AN
\ .
AN
AN
A\ |
AN \
N
\ f
N\ [ =1
\|

Soit (E) I'équation d’inconnue z :
3

23 —ma® 4+ 2mz —m =0
e L’ensemble de définition de cette équation est D = R
eVzeR 22 —ma?+2mr—m=0 < 2> =m(2?>-20+1) = 23 =m(1l —x)?
— ou bienz =1
mais alors (E) <= 1 =0 donc z = 1 ne peut étre solution de cette équation.

— ou bien z # 1
3
T
(1-x)?
<= z est I’abscisse des points éventuels d’intersection de C¢, et de la droite d’équation y = m
Par conséquent,

alors (E) <— =m <= flx)=m

— sim < 01l y a une seule solution 2’ < 0

— sim = 01il y a une seule solution =’ = 0

27
—SiO<m<Zilyauneseulesolution0<x’<1
. 27 . p ”
—mmzz1lyadeuxsolut10n50<x <letz’" =3

27
—siZ<milyatroissolution80<x’<1; l<a” <3et3 <z

15



12.3 Résolution équations f(x) = m et f(+3 =RESOLUTION DES EQUATIONS F(X)=M ; F(X)=MX

Soit (F) équation d’inconnue z :
3 2 _
2°(1 —m) 4 2ma* —ma =0

e L’ensemble de définition de cette équation est D = R
eVzeR 23(1—m)+2ma?—mz=0 < 23 =ma®—-2ma®>+mz < 23 =ma(2? -2z +1)
— 2% =ma(l —z)?
— ou bien x =1
mais alors (F) <= 1 =0 donc z = 1 ne peut étre solution de cette équation.

— ou bien z # 1

3

(1—x)
<= x est I'abscisse des points éventuels d’intersection de Cy, et de la droite d’équation y = mx
Par conséquent,

alors (F) <— =mz <= f(z)=mz

— sim < 01il y a une seule solution z = 0

— sim =01il y a une seule solution = = 0

— si0<m<1ily atrois solutions ' <0; zr=0et 0 <z’ <1
— sim=1ilyadeuxsolutionsz=0et 0 <z’ <1

— sil<milyatroissolutionszx=0; 0<2’' <1;1<2a”

16



12.3 Résolution équations f(x) = m et f(+3 =RESOLUTION DES EQUATIONS F(X)=M ; F(X)=MX

On peut retrouver les résultats de la question précédente par une méthode algébrique :
23 (1—m)+2ma® —mz =0 < z[z?(1-m)+2mr—-—m|=0 < z=0ouz*(1—-m)+2mz—m=0
Etudions I'équation (G) : 2%(1 —m) + 2max —m = 0.
1
a. ou bien m =1 alors 2?(1 —m) +2mz —m=0 < 22 —-1=0 < =3

b. ou bien m # 1 alors ’équation est de degré 2.
A=(2m)? —4(1 —m)(—m) =4 m? — 4m? +4m = 4m

e ou bien m < 0 alors A < 0 donc (G) n’a pas de solution.

—2 0
e oubienm=0alors A=0et oz = — " = =
21—m) 2
e ou bien m > 0 alors A > 0 et (G) a deux solutions 2’ et x”.
Le produit de ces deux solutions P = x'z” = c_ T _ est du signe de m — 1 car
a 1-m m—1

m > 0.

— sim < 1 alors P < 0 donc 2’ et z” sont de signes contraires.

—b 2m
— sim > 1 alors P > 0 donc 2’ et 2” ont le méme signe : celui de leur somme § = — =

qui est du signe de m — 1 car m > 0 donc S >0 don 0 <z’ < 2”..
e On retrouve bien les résultats précédents : Par conséquent,
— sim < 0 il y a une seule solution x = 0
— sim =0 il y a une seule solution x = 0
— si0<m < 1ily a trois solutions ' < 0;z =0et 0 <z’ <1
— sim =11y adeux solutionsz =0et 0 <z’ <1

— sil<milyatroissolutionsz=0; 0<a2'<1; 1<z’
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13 AUTRES EXERCICES

13 Autres Exercices

13.1

Etudier et représenter la fonction numérique f définie par f(z) = z*.

13.2

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie par

Osiz=0
f@y=q _1
e 22 sixz#0
Démontrer que f est continue sur R*
Démontrer que f est continue en 0. Conclusion ?
Démontrer que f est paire.
Démontrer que f est dérivable sur R*.
Démontrer que f est dérivable en 0. Conclusion ?

Représenter graphiquement la fonction f.

13.3

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie par

e* —e *  sh(x)

fla) = = i = )

et e %

Etudier la fonction f. Représenter graphiquement la fonction f dans un repére.
Démontrer f est bijective et admet une bijection réciproque g définie sur J =] — 1;1]
Démontrer que Vo € R f'(x) = 1 — [f(2)]?.

En déduire que g est dérivable sur J et déterminer ¢'(y) pour tout y € J.

18



13.4 13 AUTRES EXERCICES

13.4

3(3z+5)

)
Soient les fonctions suivantes f et g définies respectivement par f(z) = 22%+ 2% —3x+ - et g(z) = m
T

4

-,

Soit le repére orthonormé R = (O; 1, 7).
Etudier la fonction f et représenter graphiquement la courbe Cy de f dans le repére R
Etudier la fonction g et représenter graphiquement la courbe C, de f dans le méme repére R

Démontrer que les deux courbes coupent ’axe des ordonnées au méme point A dont on déterminera les
coordonnées.

Démontrer que les tangentes en A aux deux courbes sont perpendiculaires.

13.4.1 Corrigé

> restart;

fem x4 8 = x4 2
> frmxodat 40 -3k 3

> diff (f(x).x);

[> dif (g(x).x);

[P
3,

[> of = plot( fix), x=-30..30,y=-30..30, color = blue, ) : cg := plot(g(x),x=-30.30) : eas := plot{as(x),x=-30.30) : with plots)
display( {cf, g, cas}, scaling = constrained);
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13.5 13 AUTRES EXERCICES

=> of = plai( fx),x=-3.3,y=-3.3,color = blue, | :cg == ploig(x),%=-3.3,y=-3.3) :cas == plot{as(x),5=-3.3) it ploi) :

displayy {f,eg, cas ), scaling = consirained )
\ | ’

13.5

"Etudier sans réfléchir est une occupation vaine ; réfléchir sans étudier est dangereux."
Confucius ( 555 - 479 avJC) - Chine

et —1

Montrer que pour tout x € R* on a : >0

On considére la fonction f définie sur R par

Montrer que f est continue sur R
Montrer que f est de classe C* sur R* et préciser f/(z) pour tout x de R*

On admet la Formule dite de Taylor-Young :

Si g est de classe C"™ sur un intervalle de bornes a et a + h et admet une dérivée d’ordre n + 1 en a alors
n

n+1
gla-+h) = 9(0) + 550/ (@) ++++ e (a) + o o @) ()] avee Jim <(h) =0,

(n+1
2 2
a. Montrer alors que, pour tout = non nul, e* =1+ x + - + 76(5(}) avec lin%) e(z) =0.
T
1
.M li "(z) = =.
b. Montrer que lim f(x) 5

c. En déduire que f est de classe C! sur R et donner f/(0)
‘i‘ a. Etudier les variations de la fonction g définie par :
Ve eR g(z) =xe® —e* +1
b. En déduire le signe de g(x) puis dresser le tableau de variations de f (limites comprises).
c. Dessiner lallure de la courbe représentative de f

On considére la suite (u,,) définie par la donnée de son premier terme ug > 0 et par la relation valable
pour tout entier naturel n : up41 = f(un).
Montrer que Vn € N, u,, >0

m a. Vérifier que Ve € R, f(z) —z = f(—x)
b. En déduire le signe de f(z) — x sur R**
c. Montrer que la suite (u,) est décroissante

ﬂ En déduire que la suite (u,) converge et donner sa limite

Ecrire un programme Pascal permettant de déterminer et d’afficher le plus petit entier naturel n pour
lequel u,, < 1073 dans le cas ott ug = 1
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13.6 13 AUTRES EXERCICES

13.6

Soit la fonction numérique f d’une variable réelle définie sur |2; +oo[ par

22% — 3z —9
flo)=—F=%—
On note (C) sa courbe représentative dans Is repére orthonormal R = (O;1, )
a. Déterminer les réels a, b, c tels que Vo €]2; +00[ f(z) =ax+b+ ¢ 5
7 —

b. Justifier les limites de f en 2 et en +o00. Déterminer les asymptotes a (C) ainsi que la position de
(C) par rapport a ses asymptotes.

c. Tracer alors (C) et ses asymptotes.

Soit la fonction numérique g d’une variable réelle définie sur R par

3+ x++vx?2 —10x + 81
g(z) = 1

On note (C’) sa courbe représentative dans ls repére orthonormal R = (O; 1, )

a. Justifier les limites de g en —oo et en +o0.
Déterminer les asymptotes a (C”) ainsi que la position de (C”) par rapport a ses asymptotes.

b. Déterminer ¢'(z). Justifier avec soin son signe. En déduire le tableau de variations de g.

c. Tracer alors (C) et ses asymptotes dans le méme repére que (C)

Justifier pourquoi f admet une fonction réciproque f~! puis déterminer I'expression de f~1(x).
Que peut-on en déduire pour les courbes (C) et (C')?
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13.7 15 PARTIE B

13.7

Soit un plan P muni d’un repére cartésien orthonormal R = (0;e1, €3).

14 Partie A

Soit la fonction f définie par

f(0)=0

a. Etudier la fonction f. Tracer ensuite la courbe représentative I' de f

{ f(z) = —zIn(z) siz >0

b. Etudier selon z la position relative de T" et de la droite (D) : y = =

‘l‘ Soit la fonction g définie par
{ g(x) = —zln(|z|) si x >0
9(0)=0

a. En utilisant le 1°), tracer ensuite la courbe représentative C, de g

b. Soit lapplication T' de P dans P qui & tout point M (z,y) associe le point M'(z’,y’) avec

7 =ex
y = —ex+ey
Déterminer 7' < Cjy >.
Soit la suite (u,,) définie par
Unt1 = g(un) sin €N
1
Ug € ]O; 7[
e

Démontrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

15 Partie B

Soit n € N*. Soit la suite f,, définie par

{ Fulw) =~ (In(2)" si € 101
J(0) = 0

. Etudier la dérivabilité puis la continuité de f,, sur [0;1]

T oo

. Démontrer que f, admet un maximum a,, sur ]0; 1] que l'on calculera.

¢l

. On pose b, = fn(a,). Calculer b, en fonction de n.

Bl 2. Démontrer que la suite (a,) est convergente et déterminer sa limite.

b
b. Montrer que Vz € [0;e "] on a f,(z) > —=x
Qnp

—n

1 e
Soit n € N*. Soient les intégrales I,, = / fu(z)dz et J, = / fn(x)da
0 0
a. Démontrer que Vn e N I,, > J,,
1
b. Démontrer que Vn € N J,, > 571”672”

c. En déduire que la suite (I,,) est divergente.
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15.1 Exercice 15

PARTIE B

15.1 Exercice

e’l’LI

Soit n € N*. Soit la fonction f,, définie sur |0; +o00[ par f,(x) = —
%

Calculer les limites de f,, aux bornes de son intervalle de définition.

Calculer f/ (z) et déterminer les variations de f,.

focntion de n la valeur y,, de ce minimum et la valeur z,, pour laquelle il est atteint.

Etudier le comportement des suites (z,,) et (yn).

15.1.1 Corrigé

Bl - Déterminons lim f,(z).
L4000

Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, la fonction f,, admet un minimum. exprimer en

Comme n < 0 alors quand = — +0o0 nzr — 400 €™ +— +0o on tombe alors sur une forme

By . 400
indéterminée du type ” ——".
. e e™ nx . ne . nx .
Mais — = — —.Or lim — =4ooet lim — =ndonc lim f,(z)=+o0
x nr x r—+00 NI r—+oo I T—+-00

b. Déterminons lim f,(x).
z—0+

1
Quand x — 07 nz— 0" €1 =+ +oo.Donc lim f,(z) =+
x z—0t

Calculer f] () et déterminer les variations de fi,.

Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, la fonction f, admet un minimum. exprimer en focntion

de n la valeur y, de ce minimum et la valeur x,, pour laquelle il est atteint.
Etudier le comportement des suites (z,,) et (yn).
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15.2 Exercice 15 PARTIE B

15.2 Exercice

1
Soit la fonction f définie sur |0; +oo[ par f(x) = <1 - m) (In(x) — 2).

Déterminer les limites de f en 0T et en +oo

Justifier la dérivabilité de f sur ]0; +oo[ puis déterminer f’(x)

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = In(z) + x — 3
a. Etudier les variations de g

b. Montrer que I’équation g(z) = 0 admet une solution unique « dans 'intervalle [2; 3].
Montrer que 2,20 < a < 2,21

c. En déduire le signe de g(z) sur ]0; +oo[
Etudier les variations de f
Résoudre I’équation f(z) = 0 dans ]0; o0
En déduire le signe de f(x)
Construire la courbe représentative de f
ﬂ Soit F' une primitive de f sur ]0; +o00[ qui s’annule en z = 1
a. Sans calculer F'(x) déterminer les variations de f sur |0; +o0]

b. soit u(z) = z1n(x) — . Justifier la dérivabilité de u sur ]0; +o00[ puis déterminer «’(z). Conclusion ?

_ln(a:)+g_2
5 5

c. Montrer que pour tout z > 0 l'on a : f(z) = In(z)

d. En déduire lexpression de F(x)

15.3 Corrigé
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15.4  Sujet 15 PARTIE B

15.4 Sujet

15.4.1 Partie A
Soit la fonction g définie sur R par g(z) = zv/22 + 1 — 1.
Déterminer les limites de g en +00 et en —oo.
Démontrer que I’équation g(z) = 0 admet dans R une unique solution que ’on notera «.

Déterminer le signe de g sur R.

15.4.2 Partie B

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = %3 — v 22 + 1. On note C la courbe représentative de f dans un
repére orthonormé.

Déterminer les limites de f en 400 et en —oc.

z g(z)
VaZ+1

Dresser le tableau de variations de f en justifiant.

Démontrer que f/(z) =

3
%
Soit la fonction hy définie pour tout réel x par hy(z) = 37 et soit Cp, sa courbe représentative dans

le méme repére que C.
a. Déterminer lim (f(z) — h1(z))
T +00

b. Interpréter graphiquement ce résultat.

c. Trouver une fonction he permettant d’avoir une interprétation graphique similaire en —oo.

15.5 Corrigé
15.5.1 Partie A
Soit g(z) = xv/22 +1—1. Comme Vz € R 22+ 1 >0 car 22 > 0 et donc 22 + 1 > 1 alors g(z) est bien défini
sur R =] — oo; 00|

E e Quand z — +oo on a 22 — 400 donc vVz2 + 1 — 400 donc 2v22 + 1 — 400
donc zvz2 +1—1+— +oo.

Par conséquent lim g(x) =400
T——400

e Quand z — —oo on a 22 — 400 donc V22 + 1 — 400 donc 2v22 + 1 +— —o0

donc zvz2+1—-1+— —o0.

Par conséquent lim g(x) = —o0
T——+00
‘2‘ e La fonction = — z , la fonction = — V22 + 1 sont toutes deux dérivables sur R donc la fonction

x — zv/x2 + 1 est dérivable sur R. De plus la fonction z — 1 est dérivable sur R alors g est dérivable
donc continue sur R.

2x x R
eVzcR ((z)=vai+l4+r———me=+Va2+1+2 =
9'() , 2z + 1 241 x? +1
2 1
Onadoncg’(x):i>0puisque 202 +1>0et vV224+1>0

vz +1

e g est donc strictement croissante sur R
e g est continue sur R

e Or 0 appartient & l'intervalle image R donc I'équation g(z) = 0 admet une unique solution « dans R

Comme g est strictement croissante sur R et que g(z) =0 <= x = « alors
e g(z) <0 lorsque z < «
e g(z) =0 lorsque x = «

e g(z) > 0 lorsque x > «
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15.5 Corrigé

15

PARTIE B

y=gix)

204

15.5.2 Partie B
. x
Soit f(x) = 3" x2 4+ 1.

3
QuandxH—ooonax2l—>+oodoncx/a:2+1l—>+oo.Or%l—>—oo
3

donc %— Vaz+1— —oco.

3

T
Quand z — +o0o on a 22 — 400 donc vVz2 +1+— 400 . Or §|—>+oo
donc on obtient une forme indéterminée du type ” + oo — o0”.

Levons cette 1ndeterm1nat10n

Jc——\/:zc2 1———1/95214—— ——v 1—&-—
|;z;|\/7 1/1+—enprenantx>0

1
Par conséquent f(z) = 32 1+ —2 — +oo quand x — +oo car
1 1 1 1
Quandx»—>+ooona '—>1et — 1+7]H,
T T 3

. La fonction z +— ? et la fonction z — v/z2 + 1 sont toutes deux dérivables sur R donc f est dérivable

donc continue sur R.

2x 9 x 22V22+ 11— wavaz+1-1)

VeeR fl(z)=2- ——==2"— = =

2vVx? +1 vz +1 vz +1

Donc f/(z) = \:/ﬂwg(ii)l du signe de = g(z) car V22 +1>0

T —00 0 « 400
x -1 0 |+ +
g(z) - -1 0 |+
zg(x) +1 0 | — 0 +
f(x) + 10| — 0 +
—1 +00
A hV A
f(z) | —o0 f(a)

3
Soithlfc:x—fx
(@) =5

3

a. f(a;)—hl(x)z%g—\/xz—k —(?—J;):m——\/xQ—&—l—%S—Fm:x—

3

Normalement quand z — +o0o on obtient une forme indéterminée du type "+oo — 00”. levons cette
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15.5 Corrigé 15 PARTIE B

b.

indétermination :
F@) = hu(2) (x—Va2+1)(x+Va2+1) 22— (22+1) -1
x) — hyi(z) = = —
! x4+ Va2 +1 r+vVri+1l o+ vaZ+1
Quand z — +oco on a V22 + 1~ +o0o donc z + vVx2 + 1+ +oo
donc f(z) — hy(z) — 0.

Par conséquent, au voisinage de +o0o la courbe représentative de f admet pour asymptote la courbe
de la fonction hq.
3

Soit ha(z) = Ty

a.

3
3 3 3 3
x x T x
f(x)—hg(x):3—\/x2+1—(§+x):?—\/xz—ﬁ—l—?—x:—x—\/:ﬂ—kl.
Normalement quand x — —oo on obtient une forme indéterminée du type "+oo — 00”. levons cette
indétermination :

() — ha(z) = (—z— Va2 +1)(—z+Va2+1) 2> —(a®+1) -1

? —rz+ Va2 +1 —x+vVal+1l —ax+vVaP+1
Quand z — 400 on a Va2 + 1+ +oo donc —x +vVz2 + 1 — +00
donc f(z) — ha(z) — 0.

Par conséquent, au voisinage de —oo la courbe représentative de f admet pour asymptote la courbe
de la fonction hs.

rouge cf bleu chl vert ch2
104
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15.5 Corrigé 15 PARTIE B

THAT’S ALL FOLKS!!!
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