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"On résoud les problémes qu’on se pose et non les problémes qui se posent"
Henri Poincaré

En sciences, deux fagons de raisonner : - 'induction - la déduction

1 Le raisonnement par déduction

La déduction serait le procédé de I'esprit qui va du général au particulier.

Le raisonnement déductif consiste & prouver une implication du type H = C
H désigne les hypotheéses et C' la ou les conclusion(s).

Comment faire ? on procéde par un chainage de déductions logiques :
H=0,=>0=0C3---=C,=C

Comment fait-on pour trouver ce chainage : de 2 fagons :

1. soit par analyse-synthése : on cherche a satisfaire le but C' pour cela on cherche C,, qui permet de
satisfaire C' puis on cherche C),_; qui permet de satisfaire C}, . On remonte ainsi jusqu'a H. Cette étape
s’appelle I’analyse. Puis on redescend : H = C, = Cy--- = Cy = C, = C
Cette deuxiéme étape obligatoire s’appelle la synthése.

2. soit par synthése directement :
H=0C,=0C=0---=C,=C

1.1 Remarque

On peut au lieu de démontrer que p =—> ¢ démontrer tout simplement sa contraposée :
non(q) = non(p)



1.2 Exercice 1 LE RAISONNEMENT PAR DEDUCTION

1.2 Exercice

Démontrer que
VIER+ V’ye]R+ i = Y ﬁx:y
1+y x+y

1.2.1 Corrigé : Méthode 1
T Yy Ty
l+y x+y l+y z+y

a(l+az)—y(d+y) _

(1+y)(1+x)
= z(l+2)—y(l+y) =0=az+2>—y—y>=0
:>,'L'2_y2+x—y:():>(a;_y)(x+y)+(x_y):0
—=zr—y=0carz+y+1#0puisquezc+y+1>1lcarz>0ety>0

1.2.2 Corrigé : Méthode 2 incompléte
r Yy
I+y x+y

z(z +y) = y(1+y) donc 2> +xy = y +y°.
On peut en déduire que 22 —y?> + 2y —y =0 dou (x +y)(x —y) +y(z —1) =0

alors en utilisant I’égalité des termes moyen et des termes extrémes, on obtient :

Supposons que

1.3 Exercice

Soit f est une fonction numérique dérivable sur un intervalle ouvert I centré en 0.
1. Démontrer que si f est paire alors sa fonction dérivée f’ est impaire.
2. Démontrer que si f est impaire alors sa fonction dérivée f’ est paire.
Indication :
— Si w est dérivable sur un intervalle I
— Siu<I>CJ

— Si v est dérivable sur l'intervalle J
alors v o w est dérivable sur I et Vx € I (v o u)(x) = u/(z) v'(u(x))

1.3.1 Corrigé

1. Supposons que f est paire.
(a) Soit la fonction x +— g(x) = f(—x) alors g est la composée de  — —x et de f.
— x +— —x est dérivable sur
— Lorsque z € I alors —x € 1
— f est dérivable sur
Alors g est dérivable sur I et ¢’'(z) = —1(f'(—x))
(b) Mais comme g(z) = f(x) puisque f(—z) = f(z) car f est paire alors ¢'(z) = f'(x)
(c) Par conséquent, Vo € —z € I et f'(—z) = —f'(x)
donc f’ est impaire.
2. Supposons que f est impaire.

(a) Soit la fonction x +— g(x) = f(—x) alors g est la composée de z — —x et de f.

— x +— —x est dérivable sur [

— Lorsque z € I alors —x € 1

— f est dérivable sur [

Alors g est dérivable sur I et ¢'(z) = —1(f'(—x))
(b) Mais comme g(x) = —f(z) puisque f(—z) = —f(x) car f impaire alors ¢'(z) = —f'(z)
(c) Par conséquent, Vo € —z € I et f'(—z) = —f'(x)

donc f’ est paire.
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1.4 Conjectures forte et faible de Christian GOLDBACH - Allemagne - 1742

Soit la proposition p : "tout entier pair strictement supérieur a 4 est la somme de 2 entiers premiers’. C’est
ce que l'on appelle la conjecture forte de GOLDBACH.

Par exemple : 8 =5+3;12=5+41T1.

Soit la proposition q : "tout entier impair strictement supérieur a 7 est la somme de 3 entiers premiers”. C’est
ce que 'on appelle la conjecture faible de GOLDBACH.

Par exemple : 15=7+5+3

On ne sait pas pour 'instant si la proposition p (appelée conjecture forte de GOLDBACH) est vraie.

En 2013, Harald HELFGOTT ( mathématicien péruvien né en 1977) a réussi a démontrer une version «
faible » de la conjecture de Goldbach.

Par contre, on sait démontrer facilement que la conjecture forte implique la conjecture faible : I'implication (
p = q) est vraie en supposant que p est vraie.

1. Démontrer que (p = q) est vraie c’est-a-dire que si tout entier pair supérieur a 4 est somme de 2 entiers
premiers alors tout entier impair supérieur & 7 est somme de 3 entiers premiers.

2. On ne sait pas si p appelée la conjecture de Goldbach est vraie. Que peut-on alors dire de ¢ 7

1.4.1 Corrigé

Supposons que la proposition p : "tout entier pair strictement supérieur a 4 est la somme de 2 entiers premiers”
est vraie.

Soit un entier n impair tel que n > 7 . Donc n = 2k + 3 et n > 7 donc 2k + 3 > 7 donc 2k > 4.

Or d’aprés p : tout entier pair strictement supérieur a 4 est la somme de 2 entiers premiers donc 2k = p1 + p2
oll p; et po sont premiers.

On a donc n =2k + 3 = p; + p2 + 3. CQFD. Donc q est vraie.

Par conséquent, I'implication ( p => ¢q) est vraie. Mais l’on ne sait pas pour l'instant si ¢ est vraie.



2 LE RAISONNEMENT PAR DISJONCTION DE CAS

2 Le raisonnement par disjonction de cas
2.1 Exercice
I Soient a et b des réels. Démontrer que si ab= 0 alors a =0ou b =0

2.1.1 Corrigé

Supposons ab = 0.
1. oua =0 CQFD.
2. oua#0

1
On peut alors diviser les deux membres de ab = 0 par —.
a

Donc ab = v d’ott b= 0. CQFD
a a

2.2 Exercice

I Démontrer que pour tout entier naturel n on a n? + 3n est un entier pair.

2.2.1 Corrigé

— ou bien n est pair donc dk € N n =2k
alors n? + 3n = (2k)? + 3(2k) = 4k? + 6k = 2(2k? + 3k) de la fome 2k’ ot k' € N
— ou bien n est impair donc 3k e N n =2k +1
alors n? +3n = (2k +1)% +3(2k + 1) = 4k% + 4k + 1 + 6k + 3 = 2(2k* + 5k + 2) de la fome 2k’ ot k' € N

2.3 Exercice

Soient a et b des réels.

3 b 2 -1
1. Déterminer lim Gl e o
z—+00 r—1

3 2 —1
2. Déterminer lim G APy e

x—1 :1771
2.3.1 Corrigé
1. —oua#0
3 4 b2 _1 3
—oua>0 lim e = lim w _ lim az? =400
r—+00 x—1 r—+oco X r—+00
) ar® +bx?2 4+ —1 ) azx? . 9
—oua<0 Ilim = lim — = lim az®° = -
T—>+00 x—1 r—+o00 I T—>+00
—oua=20
— ou bien b # 0
3 b2 -1 b 2
—oub>0 lim ax” 4 orm = lim R lim bx =400
T—+00 x—1 z—+oco I T—+00
3+ by -1 b2
oub<0 lim EAOTATTL o P i e = —oo
T—+00 x—1 r—+oo I T—r—+00
— ou bien b=0
. az® + b2+ -1 . z—1
lim = lim =1
T—+00 rz—1 z—+oo x — 1

3 b 2 -1
2. Déterminons lim av” +ba” + o
z—1 €T — ]_

(a) Posons N(z) = ax® +bx? +2 — 1 et D(z) =2 — 1. Alors lim1 N(z)=a+bet lim1 D(x)=0
T—r r—r

(b) oubiena+b=0

0
— Par la méthode directe on aboutit & une indétermination du type g & lim1 N(z)=0et lim1 D(z)=0
T— z—



2.3 Exercice 2 LE RAISONNEMENT PAR DISJONCTION DE CAS

— Nous pouvons lever cette indétermination en remarquant que a = —b d’out
(@) ar® —ar® +x—1 _ ar?(x — 1)+ —1 _ (r —1)(az?® + 1) —aa? 41
-1 r—1 r—1

donc lim f(z) =a+1
z—1

(c) oubien a+b#0
i. oubiena+b>0
— lim N(z)=a-+bet lim D(z)=0"
z—1t z—1t
donc lim f(z) = +o0
z—1+t
— lim N(z)=a+bet liI? D(x)=0"
z—1-
donc lim f(z) = —o0
r—1—
ii. oubiena+b<0
— lim N(z)=a+bet lim D(z)=0"
x—1t z—1t

donc lim f(z) = —o0
z—1+t
— lim N(z)=a+bet lim D(z)=0"
r—1- r—1—

donc lim f(z) =400
Tz—1—
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2.4 Exercice

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur [0; 1] et vérifiant les propriétés suivantes :

{ f(0) = f(1)
Vay € [0;1] Vae € [0;1] a1 a2 | f(x1) — f(ze |<| 21 — 22 |

1
Démontrer que Vo € [0;1] Vao € [0;1] | f(z1) — f(z2 |< 5

2.4.1 Démonstration
Soient x1 € [0;1] et 2o € [0;1] avec 0 < z1 < z2 < 1. De deux choses 'une :

1 1
— ou bien | zo —x1 |< 7 Or | f(x1) — f(za |<| 21 — z2 | donc | f(z1) — f(z2 |< 7 CQFD.
1
— ou bien | z2 — 71 |Z§
1 1
Alors 1 — 29 < —= d’oﬂ1+x1—x2§1—§ donc 1 + (1 — x9) <
D’aprés l'inégalité triangulaire, on obtient :
| flz1) = flaz [<] f(@1) = fQO) [+ | £(0) = f(1) [ + | f(1) — fla2) |
dot | f(z1) — flz2 [<|21 =0+ [0+ [1— 22|

1
Par conséquent, | f(z1) — f(z2 |[< 21+ (1 —22) < 7 CQFD.

N | =
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2.5 Olympiades Moscou 1968

Soit = € N. Soit p(x) le produit de ses chiffres en numération décimale.
Résoudre ’équation suivante, d’inconnue z :

22 — 102 — 22 = p(x)

1. Déterminons les solutions & un chiffre.

Dans ce cas p(z) = x

(a) Méthode 1 :
— 2 = 0 n’est pas solution car 02 — 10
— 2 =1 n’est pas solution car 12 — 10
— x = 2 n’est pas solution car 22 — 10
— x = 3 n’est pas solution car 3% — 10
— x = 4 n’est pas solution car 42 — 10

(0 x
(1
(2
(3
(4
— 2 = 5 n’est pas solution car 52 — 10(5
(6
(7
(8
9

T

)—22=—22 40 = p(x)
)—22=—31#1=p(x)
) — 22 = —38 £ 2 = p(x)
) — 22 = —43 £ 3 = p(x)
) —22=—46 #4 = p(x)
) —22=—47#5 =p(x)
— x = 6 n’est pas solution car 62 — 10(6) p(x)
— x = 7 n’est pas solution car 72 — 10(7) (x)
— x = 8 n’est pas solution car 82 — 10(8) p(z)
— x =9 n’est pas solution car 9% — 10(9) — p(z)
(b) Methode2
22 -100 —22=px) <= 22 - 100 -22=2 <= 22 - 110 -22=0
.. ,_n 2F¢Z 11+\/W¢Z

Il n’y a donc pas de solution x & un chlﬁre

22 = 46 #£ 6 = p(z
—22=—-43#T=p(x
—22=-38+#6=

22=-2149=

x
x

2. Déterminons les solutions & deux chiffres.
Dans ce cas notons ¢ = gz = 10y + z ot y € [|1;9]] et z € [|0;9]]. Alors p(x) = yz.
2?2 — 10z — 22 = p(x) <= (10y +2)? —10(10y + 2) — 22 = y=
<= 100y? + 20yz + 22 — 100y — 102 — yz = 22
<= 100y? + 19yz + 22 — 100y — 10z = 22
< 100y(y — 1) + 2(z — 10 + 19y) = 22
(a) ou bien y =1 alors :
2?2 =10z — 22 = p(z) < 2(2 —10+19) = 22
= 224+92-22=0 < z=2o0uz=—11.
On rejette z = —11 car on cherche z € [|0;9]]. On accepte par contre z = 2
(b) ou bien y > 1.
Alors 100y(y — 1) > 100.
De méme 19y > 19 donc z — 104+ 19y > z + 9 d’ou z(z — 10 + 19y) > 0.
Par conséquent, le nombre A = 100y(y — 1) + z(z — 10 + 19y) > 100 donc A = 22 est impossible a
résoudre.
(c) La seule solution a deux chiffres est x = 12
3. Déterminons les solutions = & plus de deux chiffres.
On est siir que £ > 100 donc In >2 10" <z < 107+,
Par conséquent,
p(x) <9999---99 donc 22 — 10z — 22 — p(z) > 22 — 102 — 22 — B ot B = 9999 --99.
—_— —_—
(n+1) fois (n+1) fois
Posons g(z) = 22 — 10z — 22 — B.
g est dérivable sur [0; +oo[ avec g(x) = 2z — 10 = 2(z — 5)
9(100) = 100% — 10(100) — 22 — 999 = 7979

x 0 ) 100 +00
g (x) =2z —10 — (0] + +
A
7979
9(x) ¢ /

On peut en conclure que dés que x > 100 alors 22 — 102 — 22 — p(x) ne s’annulera jamais.
4. En conclusion, la seule solution de cette équation est



3 LE RAISONNEMENT PAR L’ABSURDE

3 Le raisonnement par ’absurde

Pour démontrer que p = ¢ est vraie et comme 'on sait que p = ¢ équivaut a non(p) ou ¢ on va supposer que
p et non(q) est vrai .On aboutit & une contradiction donc p et non(q) est faux donc sa négation non(p) ou g est
vraie donc p = ¢ est vraie.

3.1 Exercice
ISi (D) et (D') sont des droites paralléles et si (D”) coupe (D) alors (D”) coupe (D’)

3.1.1 Corrigé

Supposons que (D”) ne coupe pas (D’) alors (D”) est paralléle & (D’). Or (D’) est parallele a (D).
Par transitivité du parallélisme on a (D) et (D”) paralléles. On aboutit & une contradiction car (D”) coupe (D)

Donc la supposition (D”) ne coupe pas (D’) est fausse d’ou (D”) coupe (D’). CQFD.
3.2 /2 est irrationnel

Démontrer que si un entier n est pair alors son carré n? est pair
Démontrer que si un entier n est impair alors son carré n? est impair
En déduire du 1°) que si n? est impair alors n est impair

En déduire du 2°) que si n? est pair alors n est pair

Compléter n pair < ---

Compléter n impair <~ ---

U U

Démontrer par I’absurde que v/2 est un nombre irrationnel (c’est-a- dire ne peut se mettre sous la

forme 2 o p est un entier relatif et ¢ un entier relatif non nul).
q

3.2.1 Corrigé

1. soit un entier n pair alors 3k € N tel que n = 2k donc son carré n? = (2k)? = 4k? = 2(2k?) = 2k’ ou
k' = 2k? est un entier naturel donc n? est pair

2. soit un entier n impair alors 3k € N tel que n = 2k + 1 donc son carré n? = (2k + 1)2 = 4k?> + 4k + 1 =
2(2k? + 2k) + 1 = 2k’ + 1 ott k¥’ = 2k? + 2k) est un entier naturel donc n? est impair
2
3. Supposons que 2 = P itréductible avec peNet ge N*donc 2= p—2
q q
Par conséquent p? = 2¢2 donc p? est pair donc p est pair d’ott Ik € N tel que p = 2k.
Comme p? = 2¢? alors (2k)? = 2¢® . On en déduit que ¢ = 2k? donc ¢? est pair d’out Ik’ € N tel que
q = 2K
2k k
Mais alors la fraction p_ o est réductible. Contradiction. Donc ’hypothése v/2 € Q est fausse.
q
3.3 Exercice

On veut résoudre le probléme suivant :

In >3 3(z,y,2) €Z® 2 +y* +2°=—-1 (mod 2")

1. Montrer qu’il n’y a pas de solution pour n = 3
2. On considére le cas n > 3

(a) Montrer d’abord que si (x,y, z) était solution de ce probléme alors ou bien z,y et z seraient tous
trois impairs ou bien deux d’entre eux seraient pairs et le troisiéme impair.

(b) Montrer que si deux d’entre eux seraient pairs et le troisiéme impair alors on aboutit aussi & une
contradiction.

(c) Montrer que si z,y et z seraient tous trois impairs alors on aboutit & une contradiction.

3. Conclure qu’il n’y a pas de solution au probléme posé.



3.3 Exercice 3 LE RAISONNEMENT PAR L’ABSURDE

3.3.1 Démonstration

1.

Soit n =3

ou bien z,y et z sont impairs :

alors 22 + 92 + 22 = (20 +1)2+ (2b+1)2 + 2c+ 1)2 =4(a* +a+ b + b+ +c) +3 =4(a(a+1) +
b(b+1)+c(c+1)) +3

Or le produit de 2 entiers consécutifs est pair ce qui est le cas de a(a+1); b(b+1); ¢(c+ 1).

Donc 22 +y?+2? = 8k +3 donc 22 +y%+2? = 3 (mod 23). Or 3 = —5 (mod 23) donc pas de solution
au probléme posé pour n = 3

ou bien deux d’entre eux x,y sont impairs et z pair :

alors 22 +y2 422 = (2a+1)2+(2b+1)%2+(2¢)? = 4(a®> +a+b>+b+c?)+3 = 4(a(a+1)+b(b+1)+c?)+2

ou bien un seul est impair x et les deux autres y, z sont impairs :
alors 22 + 92 + 22 = (2a +1)2+ (202 + (2e)? =4(a®> +a+ > + )+ 1 =4(a(a+ 1) + b2 + ) + 1

ou bien les trois sont pairs :
alors 22 + y? + 2% = (2a)? + (2b)? + (2¢)? = 4(a® + b* + ¢?)

Supposons qu’il existe n > 3 pour lequel 2% + 3% + 22 = —1 (mod 2") aurait une solution alors on aurait
2?2 +y?+22 = k2" —1donc 22 +y? +22+1 = k2". Or 22+ 4%+ 22 = 3 (mod 8) donc 2% +y>+22 = 8¢+3
donc k2™ = 8q + 3 impossible car k2™ est pair et 8g + 3 est impair.
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3.4 Un mix d’absurde et de disjonction de cas

I Démontrer que /2 n’est pas un nombre décimal.

Raisonnons par I’absurde. supposons que v/2 est un décimal donc il a un développement décimal fini. Soit x le

dernier chiffre de ce développement décimal. On sait que \/52 = 2 donc
— ou = = 1 donc le développement décimal de x se termine par 1 donc il est impossible d’obtenir 2
— ou = = 2 donc le développement décimal de x* se termine par 4 donc il est impossible d’obtenir 2
— ou x = 3 donc le développement décimal de z* se termine par 9 donc il est impossible d’obtenir 2
— ou x = 4 donc le développement décimal de 2~ se termine par 5 donc il est impossible d’obtenir 2
— ou x = 6 donc le développement décimal de x~ se termine par 6 donc il est impossible d’obtenir 2
— ou z = 7 donc le développement décimal de x° se termine par 9 donc il est impossible d’obtenir 2
— ou = = 8 donc le développement décimal de x* se termine par 4 donc il est impossible d’obtenir 2
— ou z = 9 donc le développement décimal de z* se termine par 1 donc il est impossible d’obtenir 2

Par conséquent, on aboutit & une contradiction donc v/2 ne peut étre un nombre décimal.

2
2
2
2
2
2
2
2

3.5 Exercice

Soit la suite u,, définie par : ug = 1; u; = cos(3) et pour tout entier n > 2 par u, = 2ujly—1 — Up—2.
Démontrer par récurrence que ¥n € N l'on a u,, = cos(3n)

10



4 LE RAISONNEMENT PAR EQUIVALENCE LOGIQUE

4 Le raisonnement par équivalence logique

4.1 Billard 4 1 coté

Une droite (D) partage le plan en deux demi-plans. Soient des points A et B situés dans le méme demi-plan.
On crée un chemin AM B reliant A & B et passant par un point M situé sur la droite (D).
Ou placer M sur la droite (D) pour que ce chemin AM B soit le plus court possible ?

My (D)

Soit A’ le symétrique de A par rapport a la droite (D).
Comme une symétrie est une isométrie alors elle conserve les distances donc AM = A’ M.
Par conséquent,

résoudre AM + M B minimum <= résoudre A'M + M B minimum <= A’, M et B alignés

La position cherchée du point M est M.

On obtient le méme résultat en prenant aussi B’ le symétrique de B par rapport a la droite (D).

11



4.2 Billard a 2 cotés 4 LE RAISONNEMENT PAR EQUIVALENCE LOGIQUE

4.2 Billard a 2 co6tés

Deux demi-droites (D7) et (D2) sont concourantes. Soient A et B deux points situés dans la région du plan
délimitée par ces deux demi-droites plan. On crée un chemin AM N B reliant A & B et passant par un point
M situé sur la demi-droite (D7) et un point N situé sur la demi-droite (Ds).

Ou placer M sur la demi-droite (D;) et N sur la demi-droite (Dz) pour que ce chemin AMN B soit le plus
court possible ?

Soient A’ le symétrique de A par rapport a la demi-droite (D;) et B’ le symétrique de B par rapport a la
demi-droite (D3).

Comme une symétrie est une isométrie alors elle conserve les distances donc AM = A’M et BN = B'N.

Par conséquent,

résoudre AM +MN+NB minimum <= résoudre A’ M+MN+NB’' minimum <= A’,M,N et B’ alignés

La position cherchée du point M est My et celle du point NV est Np.

12



4.3 Equivalence logique 4 LE RAISONNEMENT PAR EQUIVALENCE LOGIQUE

4.3 Equivalence logique

Lorsque 'implication p = ¢ et son implication réciproque ¢ = p sont vraies on dira que les propositions p et
g sont équivalentes ou encore que p est une CNS(Condition nécessaire et suffisante ) de ¢ ce qui s’écrit p < q.
Il y a des équivalences logiques célébres :
— Le triangle ABC est rectangle en A <& BC? = AB? + AC? (Egalité de Pythagore)
— I est le milieu de [AB] si et seulement si A + IB=10
— Un produit de réels est nul si et seulement si I'un des facteurs est nul
ab=0 <= a=00ub=20
— Deux polynomes P(z) et Q(x) sont égaux pour tout réel z si et seulement si les coefficients des mondmes
respectifs sont égaux.
Attention aussi dans les résolutions de systémes par addition :

{ THY=6 o 3

z—y=2

On perd ici ’équivalence logique. Donc on aura au bout de ce raisonnement S C {(4,2)}. Il faudra absolument
écrire la vérification : le couple (4,2) est solution du systéme car x +y=4+2=6etz—y=4—2=2.

On aura alors {(4,2)} C S.

On pourra alors conclure : Comme S C {(4,2)} et {(4,2)} C S alors S = {(4,2)}.

Pour garder I’'équivalence logique tout au long du raisonnement et avoir directement

S ={(4,2)}, il faut utiliser une méthode hybride en conservant une des deux équations initiales

z+y==6 rz+y==6 z+y==6 y=2
{x—y:2 <:>{2ac:8 < r=4 < x=4

On en déduit que S = {(4,2)}

13



5 LE RAISONNEMENT PAR ANALOGIE

5 Le raisonnement par analogie

Le raisonnement par analogie consiste & raisonner de telle sorte que 1’on trouve un lien, une correspondance, un
rapport de sens entre 2 ou plusieurs objets (mots, figures,nombres signes,...)

5.1 Exercice

Soit un triangle ABC . Soit I le milieu du segment [BC|. Soit H le pied de la hauteur issue de B et soit K

le pied de la hauteur issue de C.
Démontrer que le triangle I K H est isoceéle.

B
1. Considérons le triangle BHC rectangle en H. alors la médiane HI est telle que HI = TC

BC
2. Par analogie en considérant le triangle BKC' en remplacant B par B, C par C' et H par K alors KI = -

3. Comme IH = IK alors le triangle I H K est isocéle en I
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6 LE RAISONNEMENT PAR ANALYSE-SYNTHESE

6 Le raisonnement par analyse-synthése

"L’analyse et la synthése consistent 4 démonter et & remonter une machine pour en connaitre tous
les rouages”
Condillac

C’est un type de raisonnement permettant de déterminer l'existence et 1'unicité d’un objet mathématique
vérifiant des propriétés données

6.1

Démontrer que toute fonction numérique définie sur R est la somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire.

6.1.1 Corrigé

— Analyse :
Supposons que f = p+ i ou p est paire et i est impaire. Alors
— Vz e Rlon a f(z) =p(zr) +i(z)
— Or f est paire et i est impaire alors f(—z) = p(—z) + i(—z) donc f(—z) = p(x) — i(z)
Par conséquent,

done ) = LEEICD) oy _ S =S
— Synthése :
Soit f définie sur R.
— soit p et ¢ définies aussi sur R par p(z) = /() +2f(7 ) et i(z) = /() —2f(—x)
— p est paire
— 4 est impaire
— f=p+i

6.2

I Démontrer que lim In(z) = +o0
T——+o0

6.2.1 Corrigé

— analyse : soit A > 0. Supposons 3B > 0 tel que d’une part B > 2™ et d’autre part Vo > B In(z) > A
Comme x > B alors > 2". Or In est strictement croissante sur |0;+oo[ donc In(z) > In(2") donc
In(z) > n In(2).

A
Si I'on veut donc que in(z) > A il suffit de prendre n tel que n In(2) > A c’est-a-dire tel que n > ——

In(2)
+ 1. Alors V& > Bon aln(z) > A

A
— syntheése : soit A > 0. Soit B = 2" ou n est la partie entiére de )
n
donc lim In(x) = +o0
r——+00
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7 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

7 Le raisonnement par récurrence
7.1 Axiome d’induction compléte

Soit E une partie de N vérifiant les deux conditions suivantes :
1. 0€E
2.sine€ Falorsn+1€FE

alors £ = N.

7.2 Théoréme de récurrence faible

Soit Pr une propriété que peut vérifier un entier naturel & (ce que ’on notera Pr(k)) Soit ng un entier naturel.
1. Si Pr(ng) est vraie (c’est-a-dire que la propriété Pr est vraie en ny)
2. Si pour tout k entier > ng, I'implication Pr(k) = Pr(k + 1) est vraie (c’est-a-dire que la propriété est
héréditaire )

Alors pour tout n > ng , Pr(n) est vraie .

7.2.1 Démonstration

. On fait cette démonstration dans le cas ou ng = 0.
Soit E' = {n € N/ Pr(n) est vraie }.

1. 0 € E car Pr(0) est vraie.
2. sin € F alors n+ 1 € E puisque Pr(n) = Pr(n+1)

donc d’aprés 'axiome d’induction compléte, on a : £ = N.
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7.3 Attention! 7 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

7.3 Attention!

Il y a deux étapes dans ce type de démonstration.
— Dans 'étape 1, il faut vérifier que la propriété est vraie uniquement en ng
— Dans I’étape 2 , en considérant la table de vérité de I'implication logique

pla|P=4
ViV |4
VI|F F
Flv |4
F | F |4

Comme il faut démontrer que I'implication est vraie, on procédera ainsi :

On supposera que pr(k) est vraie (c’est ce que l’on appelle 'hypothése de récurrence) et on raisonnera
jusqu’a prouver que pr(k + 1) est vraie.

On aura ainsi démontré que 'implication (Pr(k) = Pr(k + 1)) est vraie

7.4 Théoréme de récurrence double

Soit Pr une propriété que peut vérifier un entier naturel k£ (ce que lon notera Pr(k)). Soit ny un entier
naturel.

1. Si Pr(ng) et Pr(ng+ 1) sont vraies

2. Si pour tout k entier > ng, 'implication Pr(k)et Pr(k+ 1)) = Pr(k+2)
est vraie (c’est-a-dire que la propriété est doublement héréditaire )

Alors pour tout n > ng , Pr(n) est vraie .

7.5 Théoréme de récurrence forte

Soit Pr une propriété que peut vérifier un entier naturel k (ce que 'on notera Pr(k)). Soit ng un entier
naturel.

1. Si Pr(ngp)

2. Si pour tout k entier > ng, I'implication Pr(ng) et Pr(ng+1) et --- et Pr(k) = Pr(k+1)
est vraie (c’est-a-dire que la propriété est doublement héréditaire )

Alors pour tout n > ng , Pr(n) est vraie .
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7.6 Cardinal de P(E) 7 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

7.6

7.6.1

Cardinal de P(E)

1. Déterminer l'ensemble des parties de E noté P(E) dans les cas suivants E1 = {a}; Ey = {a;b};

E5 = {a;b; c}

2. Démontrer par récurrence que si E est un ensemble fini ayant n éléments alors I’ensemble P(E) de ses

parties a 2™ éléments

3. En déduire P(0); P(P(0)); P(P(P(0))); Card(P(P(P(P(())))

corrigé

. Pour créer 'ensemble des parties P(E) d’un ensemble E,

— on place d’abord la seule partie & 0 éléments qui est ’ensemble vide @
— puis les parties & 1 élément qu’on appelle les singletons,

— les parties a 2 éléments qu’on appelle les paires,

— celles a 3 éléments ,

— celles & n — 1 éléments

— et enfin la seule partie a n éléments, la partie pleine c’est-a-dire I’ensemble E lui-méme.

Par conséquent,

— si By = {a} alors P(Ey) = {0;{a}}

— si By = {a;b} alors Es = Ey U{b} et P(E2) = {0; {a}; {b};{a;b}}

— si B3 = {a;b;c} alors E5 = Eo U {c} et P(E) = {0; {a}; {b}; {c}; {a;b};{a; c}; {b;c}; {a;b;¢}}

On peut donc remarquer que lorsque l'on ajoute un élément rouge & un ensemble F; , alors ’ensemble
des parties du nouvel ensemble F; U {z} est formé de toutes les anciennes parties de E; auxquelles on
ajoute de nouvelles parties qui sont en fait formées des anciennes parties auxquelles on ajoute le nouveau
élément rouge {z}.

Donc il y a autant de nouvelles parties ayant ce nouvel élément rouge = que d’anciennes parties n’ayant
pas .

. On pose pr(n) :" le nombre de parties d’un ensemble ayant n éléments est 2™"

(a) Etape 1 : initialisation
A-t-on pr(0)?
c’est-a-dire a-t-on le nombre de parties d'un ensemble ayant 0 éléments est 20 ?
Oui car si Card(E) = 0 c’est que E = () donc P(E) = P(0) = {0}. P(F) n’a donc qu’un seul élément.
Par conséquent pr(0) est vraie.

(b) Etape 2 : hérédite
Soit un certain entier k > 0. A-t-on pr(k) = pr(k+1)?
c’est-a-dire a-t-on le nombre de parties d’un ensemble ayant k éléments est 28 = que le nombre de
parties d'un ensemble ayant k + 1 éléments est 25+1
Supposons que ’hypothése de récurrence suivante " le nombre de parties d’un ensemble ayant k
éléments est 2% " soit vraie.
Soit un ensemble F' ayant k + 1 éléments. Isolons un élément = de F' . Par conséquent F = E U {x}
ou E a k éléments.
Alors l’ensemble des parties du nouvel ensemble F = E U {z} est formé de toutes les anciennes
parties de E auxquelles on ajoute de nouvelles parties qui sont en fait formées des anciennes parties
auxquelles on ajoute le nouveau élément rouge {x}.
Or d’aprés I'hypothése de récurrence, Card(P(E)) = 2¥ et de plus il y a autant de nouvelles parties
ayant ce nouvel élément rouge que d’anciennes parties n’ayant pas {z}
donc Card(P(F)) = 2k 4 2F = 2(2F) = 21+% CQFD.
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7.6 Cardinal de P(E) 7 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

(¢) Conclusion pr est initialisé en 0 et pr est héréditaire
donc pour tout entier naturel n, si Card(E) = n alors Card(P(E)) = 2™"

3. — P0) ={0}
— P(P0) = 7’({@}( = {0; {0}

)
— P(P(P(1))) = P({0; {0}}) = {0; {0}; {{0}};{0; {0} }}
— Comme card(P(P(P(0))) = 4 alors Card(P(P(P(P(0)))) = 2* =16

-
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7.7 Inégalité de Bernoulli 7 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

7.7 Inégalité de Bernoulli

(VRVERV

Soit a un réel > 0.

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, I'on a :
(1+a)">1+4+na

2. Redémontrer cette inégalité en utilisant la formule du binéme de Newton ci-dessous :
Si a et b sont des réels alors pour tout entier naturel n

(a+b)" = En: <Z) a™ ki

7.7.1 corrigé

1. On pose pr(n):"(1+a)” > 1+ na”

(a) Etape 1 : initialisation
A-t-on pr(0) ? c’est-a-dire a-t-on (1 + a)® > 1+ 0a ? c’est-a-dire a-t-on 1 > 17 Oui.
Par conséquent pr(0) est vraie.

(b) Etape 2 : hérédité
Soit un certain entier k > 0. A-t-on pr(k) = pr(k+1)?
c’est-a-dire a-t-on (1+a)* >1+ka= (1+a)*1>1+ (k+1)a
Supposons donc que (1 +a)® > 1+ ka. Or (1+ a)**! = (14 a)*(1 +a).
Comme (1 +a)* > (1 + ka) comme (1 +a) > 0 car @ > 0 donc (1 + a)*(1 +a) > (1+ ka)(1 + a)
d’ott (14 a)**1 > 1+ ka + a + ka®? Mais ka? > 0 puisque k > 0 et a > 0
donc 1+ ka+a+ ka® > 1+ a+ ka.
dou (1+a)**t >1+ (k+1)a

(¢) Conclusion pr est initialisé en 0 et pr est héréditaire donc pr est vraie pour tout entier naturel n

2. D’aprés la formule du binéme de Newton,

(1+a)" = Z (Z) 1n—kgk — (8) 1a° + (T) 1m1g! 4 Z <Z) 1" kgk — 1 4+ na + Z (Z) 1=k gk

k=2 k=2

@)

—
—

—

+

S
N—

3

Il
[]=
7N
> 3
~—_

=

7

x>

IS)

B

Il
3

(Z)akZOdonc‘(l—i—a)"Zl—i—na‘
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7.8 Quelques sommes remarquables 7 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

7.8 Quelques sommes remarquables

Démontrer par récurrence que :

n

LS =) k=1+2+3+--+n=
k=1

n(n—+1)

2. SQ:Z}C2:12+22+32+“'+”2:
k=1

3. Sg:Zk3:13+23+33++n3:S%:
k=1

(2k+1)=1+3+5+ -+ (2n+1)=(n+1)>

M-

E
I

0

M-

E(ED) =11 +2@2)+3B) +---+nn!) =n+1) -1

o
=

6. Soit une suite (uy)nen+ telle que :

2
n n

Vn >1 un>0et2ui= (Zk)
k=1 k=1

Démontrer avec une récurrence forte que Vn > 1 wu, =n

7.8.1 corrigé

= 1
1. Notons pr(n) : ”Zk: 14+243+---+n= nin+1),
k=1 2
(a) Etape 1 : Initialisation
A-t-on pr(1)?
: 1(1+1) 1(1+1)
c’est-a-dire a-t-on Z k=1= — ? Oui car - = 1

k=1
(b) Etape 2 : Hérédité

1
Supposons que pour un certain entier n > 1 'on ait pr(n) c’est-a-dire que 142434 -+n = w

n(n+1)

Alors 1 +2+3+---+n+n+1) = 1+243+---4+n)+(n+1) = 5

nn+1)+2(n+1)

+(n+1) =

2
1 2
= % donc pr(n + 1) est vraie.
(c) Conclusion :
{ pr est initialisée en 1

pr est héréditaire donc Vn € N*  pr(n) est vraie.

n(n+1)

n
Par conséquent, Vn € N* 51:Zk:1+2+3+~--+n: 5

k=1
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7.8 Quelques sommes remarquables 7 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

nn+1)2n+1),
6

2. Notons pr(n) : ”Zk2 =12 422432 4. 4 n? =
k=1

(a) Etape 1 : Initialisation

1
1(1+1)(2(1 1
A-t-on pr(1)? c’est-a-dire a-t-on Z E=1= (1+ )(6 H+1) ?

k=1

11+ 1)2(1)+1)
6
(b) Etape 2 : Hérédité
Supposons que pour un certain entier n > 1 l'on ait pr(n) c’est-a-dire que 12 +22 + 32+ ... + n? =
n(n+1)2n+1)

=1

Oui car

6

Alors 12422 + 32+ 4 n2+ (n+1)2 = (12422 4+ 3%+ - +n?)) + (n + 1)?
+1)(2n+1

:n(n )G(n )+<n_|_1)2

nn+1)2n+1)+6(n+1)% (m+1)nECn+1)+6(n+1) (n+1)(2n2+7Tn+6) (n+1)(n+2)(2n-

6 6 6 6
donc pr(n + 1) est vraie.

(¢) Conclusion :
{ pr est initialisée en 1

pr est héréditaire donc Vn € N*  pr(n) est vraie.

nn+1)(2n+1)

n
Par conséquent, Sy = ZkQ =124+22 432 +... 402 =

k=1 6
313, 03, a3 5 _ n*(n+1)?
3. Notons pr(n) : ”Zk =1"4+2°4+3"+---+n° = f”
k=1
(a) Etape 1 : Initialisation
1
12(1+1)2 12(1+1)2
A-t-on pr(1) ? ¢’est-a-dire a-t-on Z B=1= % ? Oui car % =1

k=1
(b) Etape 2 : Hérédité
Supposons que pour un certain entier n > 1 I'on ait pr(n) c’est-a-dire que 1% +23 +3% + ... + n3 =
2 2
n*(n+1)

TE—
Alors 13423+ 33+ 4n3+ (n+1)3 = (P4+ 22433+ +n3)) + (n+1)3

2 2 2 2 3 D2 (n2 4+ 4n + 1 2 2
:n(n4—|—1) +(n+1)3:n(n—|—l) 2—4(n—|—1) :(n+ ) (n +4n + ):(n+1) (n+2) donc

4 4
pr(n+ 1) est vraie.

(¢) Conclusion :
{ pr est initialisée en 1

. :
pr est hereditaire donc Vn € N*  pr(n) est vraie.

n 2 2
Par conséquent, 53:Zk3:13+23+33+-~+n3:55:w:Sf
k=1
4.3 (2k+1)=1+43+5+-+(2n+1) = (n+1)?
k=0
5. ) k(k) =1(1) +2(2) +3(3) + -+ +n(n)) = (n+1)! - 1

=

[

6. Soit la propriété pr(n) : "u, =n”

(a) Etape 1 Initialisation : Démontrons que pr(1) est vraie c’est-a-dire que u; = 1.
1 1 2
Comme Zui = (Z k> donc u$ = u? donc u$ —u} =0 d’ott uf(u; —1) = 0. or u} >0 car ug >0
k=1 k=1

puisque Vn > 1 w, > 0.
Par conséquent vy — 1 = 0 donc u; = 1. CQFD.

(b) Soit un certain n > 1. Supposons que pour tout entier naturel k < n, I'implication pr(k) est vraie.
Démontrons qu’alors pr(k + 1) est vraie.
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nt1 ntl 2
On sait que Z ui = (Z k:>
k=1 k=1
donc uf +ud + -+ ud +ud = (g +us+ 4 Uy + upy1)?
dou (ug +ug + - Fup)?Fud = (ur +ug + -+ un)? + 2(ur Fug + o+ up) (Upg1) + Uy
Alors ud | = 2(u1 +ug + -+ 4 up) (uny1) + w2y
Par conséquent, ud_; —u? 1 —2(1+2++n)(upt1) = 0 ot tpiy (U2 — Upi1 —n(n+1)) =0
Posons X = 4.
Nous devons donc résoudre 1'équation X2 — X —n(n+1) =0
§=(-1)2—=4(-nn+1)=1+4n(n+1)=4n? +4n+ 1= (2n +1)?
L’équation du second degré admet donc 2 solutions :
w_l=@utl) 2
2 2

1+2n+1) 2n+2
X +(@n+1)  2n+ il

2
Comme u,41 > 0 alors on rejette X’ donc w41 = X” =n+ 1 CQFD.

(¢) pr est initialisée en 1 et pr est bien héréditaire donc pr est vraie pour tout entier naturel n > 1
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7.9 Fausse récurrence

Soit la propriété pr(n) : « 5™ 4+ 1 est un multiple non nul de 4 »
1. Cette propriété est-elle vraie pour n =07
2. Démontrer que pour tout entier naturel k, 'implication pr(k) = pr(k + 1) est vraie.

3. Conclusion ?

7.9.1 corrigé

Soit la propriété pr(n) : « 5™ 4+ 1 est un multiple non nul de 4 »
1. pr(0) est fausse car 5° + 1 = 2 n’est pas un multiple non nul de 4

2. Et pourtant, pour tout entier naturel k, 'implication pr(k) = pr(k + 1) est vraie.
en effet, supposons que pour un certain entier & > 0 I'on ait pr(k) c’est-a-dire que 5% 4 1 est un multiple
non nul de 4 donc 3g € Z* tel que 5% + 1 = 4¢q d’ou 5* = 4¢q — 1
Alors 5541 +1 =5(5%) +1=5(4g—1)+1=20¢—5+1=20g—4=4(5¢— 1) =5¢ ot ¢’ = 5q— 1 € Z*.
Donc pr(k + 1) est vraie CQFD.

3. On est en présence d’une fausse récurrence car pr est bien héréditaire mais n’est pas initialisée en 0
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7.10 Encore une fausse récurrence

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n la propriété suivante :"10™ — 1 est un multiple
de 9" est vraie.
2. On s’intéresse maintenant & une autre propriété :"10™ + 1 est divisible par 9"

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n,
l'implication suivante : " 10™ 4 1 est divisible par 9 = 10"*! + 1 est divisible par 9 " est vraie.

(b) Déduire du 1°) que, pour tout entier naturel n la propriété "10™ + 1 est divisible par 9" n’est jamais
vraie.

(c¢) Conclusion ?

7.10.1 Corrigé

1. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n la propriété suivante :"10™ — 1 est un multiple
de 9" est vraie. Notons pr(n) : 710™ — 1 est un multiple de 9.
(a) Initialisation :
10°—-1=1—1=0=09 x 0 donc la propriété pr est initialisée en n =0
(b) Heéréditeé :
Supposons que pour un certain n € N* 'on ait pr(n) alors 3k € N 10" — 1 = 9k
Par conséquent, 10"+ —1 =10(10") -1 = 10(9%k+1) —1 = 90k +10—9 = 90k +9 = 9(10k +1) = 9%’
ou k' € N donc pr(n + 1) est vraie.
(¢) Conclusion :
pr est initialisée en 0 et pr est héréditaire donc pr est vraie pour tout entier naturel n € N
(d) On s’intéresse maintenant a une autre propriété :"10™ 4 1 est divisible par 9"

i. Supposons que pour un certain n € N l'on ait 3k ¢ N 10" — 1 =9k
Par conséquent, 10771 —1 = 10(10")—1 = 10(9k+1)—1 = 90k+10—1 = 90k+9 = 9(10k+1) = 9¥’
ot k' € N I'implication suivante : " 10™ + 1 est divisible par 9 = 10! + 1 est divisible par 9 "
est vraie.
ii. Pour tout entier naturel n la propriété "10™ + 1 est divisible par 9" n’est jamais vraie car
10" +1=10"—-14+2=9k+2
iii. En conclusion, pour la propriété "10™ 4 1 est divisible par 9"on a une fausse récurrence.
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7.11 Le nombre de diagonales d’un polygéne convexe 7 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

7.11 Le nombre de diagonales d’un polygéne convexe

Soit un polygone convexe de n cotés. Démontrer par récurrence que si n est un entier supérieur ou égal a 3

(n—3)
2

n
alors le nombre de diagonales est
NB — Un polygone est convexe lorsque quelques soient les points M et N situés dans I'intérieur de ce polygone,
le segment [M N] est inclus dans cet intérieur.

7.11.1 corrigé

A A i
A ﬁ M M
Al A3 Al A3 Al A3
n=1i (EF]
fied
b=0 b=1 b=5
. . o n(n — 3)
Notons D,, le nombre de diagonales. Soit la propriété pr(n) : " D,, = — "
. 3(3-13) . o .
1. pr(3) est vraie car D3 =0 = — Dans un triangle, il n’y a aucune diagonale.
. : : k(k —3) . .
2. Supposons que pour un certain entier k& > 3 l'on ait Dy = — Considérons alors un polygéne R
convexe de k+ 1 cotés. Donc ce polygone R a k+ 1 sommets. Notons ces sommets Ay, Ag, -+, Ak, Ag11-

Soit @ le polygone A, As,--- , Ag. Ce polygone @ a donc Dy diagonales. On construit R & partir de
@ en ajoutant le sommet Aji1. On trace les segments [A;1 Agy1] et [AgAk41]. Mais alors Iancien coté
[A1 Ag] de Q devient alors une diagonale de R. Le nombre Dyy; de R est D +k—2+1 o

(a) Dy est le nombre de diagonales de @
(b) k : le nombre de segments partant de Agyq vers les k autres sommets Ay, Ao, -+, Ag.
(c) il faut enlever —2 correspondants aux deux nouveau cotés [A1 Agy1] et [ApAk11]

)

(d) il faut rajouter +1 correspondant & la nouvelle diagonale [A; Ay]

B 2 _ 2 _ _ _
Oer+k—2+1:w+k—1:k 3k2+2k: 2:k k;er 2:(k+1)2(k 2).Par
E+1)(k+1-—
conséquent, Dk+1:( + )(2+ 3).CQFD.

3. La propriété est initialisée en 3 et héréditaire donc elle est vraie pour tout entier naturel n > 3
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7.12 Multiples de 11

I Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 10™ — (—1)™ est un multiple de 11

7.13 Corrigé
On pose pr(n) : 710" — (=1)" =11¢” ou ¢ € Z
1. Etape 1 : initialisation
A-t-on pr(0) ? c’est-a-dire a-t-on 10° — (—1)° = 11¢? c’est-a-dire a-t-on 1 — 1 = 11¢ ? c’est-a-dire a-t-on
0=11g? Ouicar 0 =11 x 0
Par conséquent pr(0) est vraie.
2. Etape 2 : hérédité
Soit un certain entier k > 0. A-t-on pr(k) = pr(k+1)?
c’est-a-dire a-t-on 3¢ € Z 10* — (—1)* = 11g = 3¢’ € Z 10**! — (=1)k*! = 11¢
Supposons donc que 10% — (—1)F = 11q.
Alors 108! — (—1)*1 = 10(10F) — (=1)¥(=1) = 10[11q + (—=1)*] + (=1)* = 10 x 11g + 11(-1)* =
11[10g + (=1)¥] = 11¢’ ott ¢' = 10g + (—1)* est un entier car (—1)* est un entier qui vaut soit 1 soit —1
et 10q est un entier relatif car ¢ est un entier relatif.

3. Conclusion pr est initialisé en 0 et pr est héréditaire donc pr est vraie pour tout entier naturel n

7.14 Inégalité
I Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 3 que n? > 2n + 1

7.14.1 Corrigé

1. Etape 1 : initialisation
A-t-on pr(3) ? c’est-a-dire a-t-on 3% > 2(3) + 1? c’est-a-dire a-t-on 9 > 7? Oui, par conséquent pr(3) est
vraie.
2. Etape 2 : hérédité
Soit un certain entier k > 3. A-t-on pr(k) = pr(k+1)?
cest-a-dire a-t-on n? >2n+ 1= (n+1)2>2(n+1)+1
Supposons donc que n? > 2n + 1.
Alors (n+1)2 =n? +2n + 1.
Comme n? >2n+1lalors (n+1)2>2n+1+2n+1.
Orn>3donc2n>6donc2n >1doncl+2n+1>1+1+1.
Par conséquent 2n + 1+ 2n + 1 > 2n + 3 donc (n + 1)2 > 2n + 3 CQFD.

3. Conclusion pr est initialisé en 3 et pr est héréditaire donc pr est vraie pour tout entier naturel n > 3
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7.15 Graphe orienté

Son considére n villes A—1, Ag,--- ; A, oun > 2. On suppose qu’entre deux villes quelconques, il y a toujours
une route & sens unique. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 2 il existe toujours au
moins une ville notée C),, parmi ces n villes & laquelle on peut aller en partant de toutes les autres villes , soit
a l'aide d’un chemin direct, soit en visitant une seule ville intermédiaire.

7.15.1 corrigé

Soit pr la propriété recherchée.

1. Etape 1 : initialisation
A-t-on pr(2) ? oui car entre 2 villes A; et Ay il y a deux cas possibles :
— ou bien le chemin va de A; vers Ay donc Cy = A,
— ou bien le chemin va de As vers A; donc Cy = A,
2. Etape 2 : hérédité
Soit un certain entier n > 2. Supposons donc qu’il existe toujours au moins une ville notée C,, parmi n
villes & laquelle on peut aller en partant de toutes les autres villes , soit & ’aide d’un chemin direct, soit
en visitant une seule ville intermédiaire.
Considérons une ville supplémentaire A, 11 Il y a un chemin de A,,4+1 vers C,
— ou bien le chemin va de A,y vers C,, donc C,, 41 = C),

— ou bien le chemin va de C,, vers A, 1 donc Cpy1 = Apy1

CQFD.

3. Conclusion pr est initialisé en 2 et pr est héréditaire donc pr est vraie pour tout entier naturel n > 2
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7.16 Suite de Fibonacci alias Léonard de Pise

Soit une suite (u,) définie par :
— U1 = 1
— Uy = 1
— Vn entier > 3 up, = Up_1 + Up_9
1. Résoudre I’équation d’inconnue x réelle : z? = x + 1.
On note ® la solution positive et ¥ 'autre solution.
2. Démontrer par une récurrence double que pour tout entier naturel n :

1 n __\pyn
:%(@ vr)

Un

Corrigé :
2 _ z —1 = 0 d’inconnue réelle z.

(a) Le discriminant A = b — 4ac = (—1)? — 4(1)(—1) = 5.
Comme A > 0 alors cette équation a deux solutions réelles :

1. Soit I'équation : =

<I>:1+\/get\11:17\/g
2 2
b 1 1—

2 2
(c) Comme ® est solution de 22 —z — 1 = 0 alors ®? = & + 1.

(d) Comme ¥ est solution de 22 —x — 1 = 0 alors U2 = ¥ + 1.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :
1

V5

(a) Initialisation double : La propriété recherchée est vraie pour les deux premiéres valeurs :

Un

1 1 1
\{S(@lqjl)\{g(@q’)\/g\/gllul
ﬁ(q’ -V ):%((‘54‘1)—(‘1"?1)):%(‘I’—‘I’)lew

(b) Hérédité : supposons que pour un certain entier k¥ > 1 l'on a :

1 1
up = 7(@]6 _ \Ijk)) et Upy1 = ﬁ(q)k+1 _ \Ijk+1)

\/5 1 1
alors u =u +u = —(dF — TP 4+ Pr+1 _ phtl
k42 Ilc k+1 \/5( ) \/5( )
dOIl(ll Uk42 = %(((I)k + (I>k+1) _ (\Ilk + \Ilk+1))
= —((®*(1 + ®) — T*(1 4 ¥))

V5

1
Or1+®==>a%ct 1+ ¥ =02 donc upys = —= (2 — ¥k2)

V5

(¢) On a démontré par récurrence que pour tout entier naturel n > 1 lon a : u, = ("™ —T")

R
V5
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7.17 Puissance d’une matrice

0 1
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n % 0 'on a :

n_ (1 n
()

7.17.1 corrigé

” AN __ 1 n
Notons pr(n) : 7 A™ = (0 1>

1. Initialisation :

Soit la matrice A = (1 1).

Al =A= (1) } donc la propriété pr est initialisée en n = 1
2. Hérédité :
Supposons que pour un certain n € N* l'on ait pr(n) alors A™ = (1) 711
Par conséquent, A" = AA™ = ((1) 1) ((1) 711) = ((1) TL—li— 1) donc pr(n + 1) est vraie.

3. Conclusion :
pr est initialisé en 1 et pr est héréditaire donc pr est vraie pour tout entier naturel n € N*
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7.18 Formule du binéme de Newton(1642-1727)

(n) al Tl
i

Soient a et b des nombres réels donc ab = ba. Alors :

-

Il
=]

VneN (a+b)" =

(2

o (3) (.2 o

en effectuant le changement d’indice j =n — i

3

VneN (a+b)" = <n> a" iy
=0 \J

7.18.1 Corrigé

n

. . n __ n T n—i
Notons pr(n) : (a+b)" = Z <z) a' b ",
i=0
1. Initialisation : elle est vraie en n = 0 car :
0

(a+b)°=1= (0)

2. Hérédité : Supposons que la propriété est vraie pour un entier fixé k > 0 c’est-a-dire que :

(a+b)k = Zk: <f) ak pnk

i=0

aO b070

k
Alors (a4 b)** = (a +b)(a +b)* = (a +b) [Z (]:) a® bk

:(a_’_b)(bk_’_(]f)al bkl++<’j>az bki+...+<kﬁl>akl bl—f—ak)

:(abk—i—(]; a2 bk_1+"‘+(lz>ai+l bk—i+...+(kk1>ak b1+ak+1

—|—bk+1—|— lf albk—|—-~-—|— I; aibk_i—H-i-"'—‘r kﬁl ak—1b2+akb)

_ph +abk[</1f> i <’S>] +a? bk1[<§> + <If>] fota bki+1[<];) + (Z lj 1)] +aitt b’”[<lz> +

( i ]+ +ad" b y +( E >]+ak+1

1+ 1 k—1
— Pl gph (k 41' 1) La? ph1 (k ‘5 1>+_ C g ph—itl (k + 1) Lqitl ph—i (k + 1)+_ rak (k + 1>+
i i+1 k
k+1

_ (k'(f)' 1) aOpk+1 +abk (k‘l—{1> +a2 pF—1 <k+1> 4+ .. +ai pr—itl (k—l_1> —|—ai+1 b=t <k+1> +

k+1 k+1
k pl k+170
+a® b ( I )+(k+1)a b

3. Conclusion : pr étant initialisée en 0 et étant héréditaire est donc vraie pour tout entier naturel n > 0

Cette formule est valable pour tous éléments a et b d’'un anneau a condition que ces éléments
soient commutables c’est-a-dire que ab = ba.
C’est le cas pour des matrices carrées d’ordre n : A et B a condition d’avoir vérifié que AB = BA.
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Souvent A = I la matrice de 1’identité donc IB = B et BI = B donc IB = BI donc
VneN (I+B)" = <"> " B = (") I Bl = (”) B

Si en plus, B est nilpotente par exemple, si B2 = O
donc ¥n >3 B"=B3B" 3 =0 d’on

(I+ B)" = (’3)30+<’f)31+ (Z) BQ:I+nB+wB2
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7.19 Formule de Leibniz

Soient des fonctions f et g dérivables indéfiniment sur R. Alors leur produit fg est aussi indéfiniment dérivable

sur R et "
* (n) _ NN £@@) (n—i)
vn e N* (fg) —Z(i)f g

=0

7.19.1 Corrigé
n (T i) (n—i
Notons pr(n) : (fg)™ =7, (z) FO) gn=i),

1. Initialisation : elle est vraie en n =1 car :

1
(f9) =fg' +f'g= (é) FO) g1-0) 4 G) fO g =37 C) £) (1)

=0

k
2. Hérédité : Supposons que la propriété est vraie pour un entier fixé k > 1 c’est-a-dire que : (fg)(k) = Z (f) f@) gk=a),

i=0
k k
(k1) _ [ (0] — (@) (ki) _ (@) (ki)
Alors (90 = (7)) =3 (5) 70 o) —Z[() 59 g
(K £k )
_ (@) (k=) _ it1)  (k—i i) (k—i+1)
=5 (5) e gt = S 1r6r 0 4 0 goie
=0 =0
k k
E\ 4 —i k\ f) (ki
:2<>f<+1)g<k - (i)f()g(k 1)
=0 =0
k41 . ‘ &
= Z ( ) fO) glk=ith) o (J) ) gk +179) en effectuant le changement d’indice j = i 4+ 1 dans

la premlere somme et j =1 a s la deuxiéme somme.

Donc (fg)*+1) (g) O g1) +2[(j k 1) N <j>]f<j> SR 4 (i) D 0

k
k+1 k+1Y ¢ iy, (k1
(k1) — ©0) o(k+1) () glk+1-3) (k+1) 4(0)
(f9) _(O)f g +§( .)f g +<k+1>f g

P

n+1
Z <n _z|_ 1) @ g +1=9 done pr(n + 1) est vraie.
i=0

3. Conclusion : pr étant initialisée en 1 et étant héréditaire est donc vraie pour tout entier naturel n > 1
Applications : On vérifie aisément cette formule sur quelques cas particuliers :

L (fg) =fg+1d

2. (f9)" =g+ 1) =19+ 1'd+ 19+ 19" =f"9+2f'9+ fg"

3. (fg)(-?)) — ((fg)//)l — f//lg _|_ f/lg/ _|_ 2f//g/ + 2f/g// _|_ flg// _|_ fg/// — f//lg + 3f//g/ + 3f/g// _|_ f‘g///
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7.20 Factorisation de a"™ — b"

1. Soient a et b des réels.
Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 l’on a :
a®—b" = (a—b)(a" P +a" b+ a" 362+ - + a2 3 +ab" 2 + oY)
Indication : pour ’hérédité, on pourra utiliser ’astuce suivante :
aktl — pE+l — gk — gbP 1 abk — bbF
2. En déduire une factorisation de 1 — 2™ pour tout entier n > 2

3. Soit un entier n > 2 , soient la fonction numérique f d’une variable réelle définie par
flz)=14+z+22+---+ 2
et la fonction numérique g définie par
g(z)=1+2x+32%+ - +na"!
(a) Quel est 'ensemble de définition de f? Quel est ensemble de définition de g ?
(b) Si l’on suppose que z = 1, que vaut f(z) et que vaut g(z)?
(¢) Silon suppose que z # 1 :
— Déterminer une expression simplifiée de f(z) sous forme d’un quotient.
— Déterminer une expression simplifiée de g(z) sous forme d’un quotient.
— En utilisant le produit z f(z) retrouver ’expression simplifiée de f(x)

7.20.1 Corrigé

1. Soient a et b des réels.
Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 l’on a :
a® — b = (a _ b)(an—l + an—2b+ a"‘3b2 4t a2bn—3 + abn—Q + bn—l)

— Etape 1 : pour n = 2, comme a? — b? = (a — b)(a + b) alors la propriété est vraie au rang n = 2
— Etape 2 : soit un entier n > 2 tel que l'on a :
a® — h* = (a _ b)(a"’l + anf2b+ an73b2 4 a2bn73 + abn72 + bnfl)
Alors "1 — b+ = qa™ — ab™ + ab™ — bb" = a(a™ — b") + (a — b)b"
=ala—b)(a" t+a"2b+a" 3% + - + a2 3 4 ab" 2+ 0" 1) + (a — b)L"
— (a _ b)(a" + a™1p + a2p2 4ot aspn—3 + albn—2 + abn—l) + (a _ b)bn
=(a—b)(a™+a" b+ a""2b* + - +a*" P + a?b" 2 + ab™ " + ")
donc la propriété est vraie au rang n + 1
— La propriété étant initialisée en 2 et étant héréditaire est donc vraie pour tout entier n > 2

2. En déduire une factorisation de 1 — ™ pour tout entier n > 2
On en déduit en posant a = 1 et b = x et étant tenant compte du fait que Vk 1% =1
l—a"=(1-2)1+az+a?+ - +a" 3+ 242"
3. Soit un entier n > 2 , soient la fonction numérique f d’une variable réelle définie par
f@)y=14+z+22+ - +a"
et la fonction numérique g définie par
g(x)=1+2x+32*+ - +na™!
(a) Quel est ’ensemble de définition de f? Quel est I’ensemble de définition de g ?
f est une fonction polynéme de degré n donc est définie sur R
g est une fonction polynéme de degré n — 1 donc est définie sur R

(b) Silon suppose que x = 1, que vaut f(x) et que vaut g(x)?
f)=14+1"+124+ - 41"=141+---+1=n+1

1
g(1)=1+2+3+---+n=@

(c) Silon suppose que x # 1 :
— Déterminer une expression simplifiée de f(z) sous forme d’un quotient.
Comme 1 —z"=(1—-2)1+x+2%+- - +2" 3 +2" 242" 1) alors
-z =1-2)l4+a+22+ -+ 34272 4271 4 27)
1— gt
flz) = 1 car x # 1
— Déterminer une expression simplifiée de g(z) sous forme d’un quotient.
Comme f est une fonction polynoéme de degré n alors f est dérivable sur R et f/'(z) = g(z) donc
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—(n+1)a"(1-=) - (=1)(1 —a")
(1-x)?
z"(—n—1+nz)+1
(I-2)?
— En utilisant le produit z f(z) retrouver 'expression simplifiée de f(x)
f@)=1+z+2*+ - +a"
cf(x)=z+a®+a+- 42"+ a2t

donc f(z) —af(z) =1— 2" dou f(z)(1 —z) =1 — 2" donc f(x) =

g(x) =

En simplifiant g(z) =

1— xn—i—l

—carz #1
1-2z
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7.21 Exponentielle

Soit un réel z > 0.
Démontrer par récurrence que

7.21.1 Corrigé
.» il 9
Notons pr(n) : "Vn € N Z i <e
k=0
1. Etape 1 : Initialisation en n =0 :

A-t-on pr(0)? c’est-a-dire a-t-on Vn € N

1<e??

0

k=0

k=0

k

0

xT < 4. T < 1.
o < e*? c’est-a-dire a-t-on o < e* c’est-a-dire a-t-on

oui car comme x > 0 alors exp étant une fonction croissante alors exp(z) > exp(0) donc e* > 1.

La propriété est vraie au rang n =0
Etape 2 : Hérédité :
Soit un entier n >0 .

n
Supposons que pr(n) est vraie c’est-a-dire que Z
k=0

k

X
— < e,
B =

n+1
l’k

Démontrons que pr(n + 1) est vraie c’est-a-dire que Z i < ée”.

k=0

n k n+1 k n+1 k n+1 k n+1 k—1
x z x®., x®, x
Notons Py (x) = | o Alors Py (2) = > o Pra(@) = > ) = Z[H] => k o
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
n+1 ,’I’kil n+1 xkil n .CL"]
! _ _ _ -
P () = Zk I —Z =1 —Z? en posant j =k — 1
k=1 k=1 3=0
nok
D’aprés ’hypothése de récurrence : Z % <e®donc P (x) < e”
k=0
Posons f(z) = Ppy1(z) — e alors f'(x) = P, —e” <0 d’otl
x 0 +00
f'(x) -
0
f(x) p

car f(0) = P,41(0) —e®=1—-1=0.

Par conséquent, f(x) <0 donc P,y1 < e” donc pr(n + 1) est vraie.

3. Conclusion : pr étant initialisée en 0 et étant héréditaire est donc vraie pour tout entier naturel n > 0
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7.22 Reécurrence forte

n
Soit une suite (u,) définie sur N par ug =1 et Vn € N w1 = Z 2"y,
i=0
1. Déterminer les valeurs de uy ; ug et ug

2. Démontrer par une récurrence forte que Vn € N* u, = 3"~}

7.22.1 Corrigé
0
1. Ug = 1;u1 = Up41 = ZQO_ZUi = 20_0’&0 =1= 31_1
=0

1
2. up =wpgr =Y 2wy =21 Oup 4+ 2"y = 21(1) +2°(1) =3 =3>"
=0

2
3. uz =gy = »_ 227wy =27 Oug + 22y + 22wy = 2°(1) + 21 (1) +2°3) =4+ 2+ 3=9=3""
=0

4. Soit n € N*. Posons pr(n) : "u, = 3"~ 17
— Initialisation : Cette propriété est vraie au rang 1 car u; = 1 = 311
— Hérédité Soit un certain entier n > 1 supposons que pr(i) est vraie pour tout entier 1 < i < n
c’est-a-dire que pour tout entier 1 < i <n lon a: u; = 31

n
Alors upy1 = E 2™
i=0

Unp+1 = 2”701140 + 2”711141 + 2”727.142 + -+ Qni(nil)unflfl + 2" ",

Upg1 = on—0 + on—1g1-1 + gn—2g2-1 L 2n—(n—1)3n—1—1 + gn—ngn—1

Or 277130 4 2n=231 ... 4 21372 4 203n—1 est la somme de n termes consécutifs d’une suite géo-
3

métrique de premier terme 2"~ ! et de raison ¢ = 5

donc w1 = 2" + 2771

1.3
2 n
- (3)
Par conséquent, u, 11 = 2" + 2”‘1712
(3) -
gy = 27+ 20122

=27 4+3"—2" = 3" CQFD

Unt1 = 2n 427 on

— pr est initialisée en 1 et est héréditaire donc est vraie pour tout n € N*
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