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1 Définitions
1.1 Définition initiale

Soient E et F des espaces vectoriels réels.

On dit que

f: E — F
i — f(i )

est une application linéaire de E dans F lorsque f vérifie les deux propriétés suivantes :

) :Viie E VG€E f(ii+7) :ﬁ—i—ﬁ

c’est-a-dire que I'image d'une somme de vecteurs est la somme des images de ces vec-
teurs.
P :VAER Vi€ E f(Ail) = Af(i 3

c’est-a-dire que I'image de la multiplication d"un réel par un vecteur est la multiplica-

tion de ce réel par I'image de ce vecteur.

1.2 Définition équivalente
Les propriétés P; et P, sont équivalentes a la propriété suivante :

Py:ViicE VG€E Vac€R VBER f(ail+ p7) = af(ﬁ§+ﬁf(z7§
c’est-a-dire que I'image d’une combinaison linéaire de vecteurs est la combinaison linéaire

des images de ces vecteurs.
ou encore a la propriété

Pj:ViieE VG€E VAER f(A Aﬁ+ﬁ




1.3 Notations

e Une application linéaire de E dans F s’appelle un homomorphisme de E dans F.
L’ensemble des applications de E dans F se note : £(E; F)

e Une application linéaire de E dans E s’appelle un endomorphisme de E.
L’ensemble des endomorphismes de E se note : £(E)

o Une application linéaire bijective de Edans F s’appelle un isomorphisme de E dans F.
L’ensemble des isomorphismes de E dans F se note : GL(E; F).
GL(E; F) muni de la loi de composition des applications o est un groupe qu’on appelle
le groupe linéaire de E.

e Un endomorphisme bijectif s’appelle un automorphisme de E.
L’ensemble des automorphismes de E se note : AUT (E).

e On appelle forme linéaire de E toute application de E dans R.

2 Propriétés

Soit f une application linéaire de E dans F alors :

P, : f(0F) = Of

2.1 Démonstration

1. Mé_t%wde 1 p(Er Py:
f(0g) = f(0.0g) =0.f(0z) = 0z d’apres P,
Par conséquent,  f(0g) = O



3 Exemples

3.1 La fonction nulle

La fonction nulle

est un endomorphisme de E

3.2 La fonction Identité

La fonction Identité

est un endomorphisme de E

3.3 L’homothétie vectorielle

L’homothétie vectorielle 1) de rapport A

h/\:?—> ?

est un endomorphisme de F

3.4 La fonction linéaire en dimension 1

La fonction linéaire f,
fa: R — R
x +— fa(x) =ax

est un endomorphisme de R donc une forme linéaire sur IR
3.5 La fonction linéaire en dimension 2

La fonction f
f: R* — IR?
(vy) — flxy) = (ax+by,cx +dy)

est un endomorphisme de R?
3.6 La fonction linéaire en dimension 3

La fonction k

k: R3 — R3
(v, y,z2) +— k(x,y,z) = (ax + by +cz,dx +ey + fz,8x + hy + iz)

est un endomorphisme de R3



3.7 Trace d’une matrice

Soit K = R ou K = C et M, (K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
K Alors la fonction Trace Tr

Tr N Mn(][() — R
n
M= (a;j) — Tr(M)= Y ai,
i=0

est une forme linéaire sur M, (K)
car V(A,B) € M,(K)>YA € K Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B)etTr(AA) = ATr(A)

On a pour la trace d"une matrice une propriété supplémentaire :
V(A,B) € M,(K)2VA € K Tr(AB) = Tr(BA)

3.8 La fonction Dérivée

Soit I un intervalle ouvert non vide de IR.
e L'ensemble D(I,R) des fonctions numériques dérivables sur R est un sous espace vec-
toriel de 1’espace vectoriel F(I,R)
e L'application Dérivée Der

Der: D(I,R) — F(I,R)
f = Der(f)=f

est une application linéaire.

3.9 Lafonction Intégrale

Soit I = [g; b] un intervalle non vide de /R.
e L'ensemble C°(I,R) des fonctions numériques continues sur R est un sous espace vec-
toriel de I'espace vectoriel F(I,R)
e L'application Intégrale Int

Int: C°(I,R) — R
b
fo— Int(f):/a Fb)dt

est une forme linéaire sur C°(I,R)



4 Noyau d’une application linéaire
4.1 Définition

Soit f une application linéaire de F dans F.
On appelle noyau de f qu’on note ker(f) ou N(f) 'ensemble suivant

ker(f) = {@i e E /f(it = 0}

4.2 Propriétés
4.2.1

I Ps : ker(f) est un sous espace vectoriel de F

Démonstration :

e ker(f) C ? et ker(f) # @ car O_g € ker(f) puisque f(()_g) =

e Soienta € R il € ker(f) U € ker(f)alors: f(aii +7) = af
donc aii + 7 € Ker(f)
e D’apres les 2 propriétés précédentes, ker(f) est un sous-espace vectoriel de E

S

)+ £(7) = a0 +

2l
2l



4.2.2

I Ps : ker(f) = {0} <= f est injective

Démonstration :

1. =
Supposons que ker(f) = {0}. Nous allons démontrer que f est injective.

Soient (i,7) € E2 si f(if) = f(7) alors f(if) — f(7) = 0_; donc f(ii — ) = 0_1; car f est

linéaire. - N
Donc il — ¥ € Ker(f) Or ker(f) = {0z} donc ii — ¥ = 0z donc i = 7. CQFD.
2. =

Supposons que i) est injective. N
e D’une part, 0z € ker(f) donc {0z} C ker(f).
e D’autre part, nous allons démontrer que ker(f) C {O_g}
Soit ii € ker(f) alors f(if) = 0_1; donc f(ii) = f(()_g)
Or f est injective donc i = O_E»> d'ouii € {O_E> }.CQFD.
e Comme {O_g} C ker(f) etker(f) C {O_E)} alors ker(f) = {O_g}
3. On en déduit que ker(f) = {0} <= f est injective.

4.2.3

P7 : Si f est une application linéaire injective de E dans F alors I'image d’une famille libre
d’éléments de E est une famille libre d’éléments de F ayant le méme nombre d’éléments.

Démonstration : . .
Soit £ une famille libre (I3, - - ,1,) de n éléments.

Notons f < £ >={f(h),- -, f(ln)}
e Alors comme f est injective tous les f(I;) sont distincts deux a deux.
e Pour démontrer que f < L > est libre, nous allons prouver que toute combinaison
linéaire nulle de ses éléments entraine que tous les coefficients e cette combinaison sont
nuls.



n . — n . N
Si Z Aif(I;) = 0z donc f Z Aili | = O car f est linéaire.
i=1 i=1

n
Par conséquent, Y A;l; € ker(f). Or f est injective, donc ker(f) = {O—E> }.
i=1

n
Onadonc )_Ajl; = O—E or la famille £ est libre donc Vi € [|1;n]] A; = 0. CQFD.
i=1

4.2.4

Pg : Réciproque de Py :
Soit f une application linéaire de ’espace vectoriel E vers l'espace vectoriel F.

L'image de toute partie libre est libre = f est injective

Raisonnons par I'absurde. Supposons que f n’est pas injective donc ker(f) # {0}.

Par conséquent, 3x #0 f(x) =0.

Doncdx; € E dxp; € E (x1,x2) est libre avec x = x1 + x5.

Comm l'image de toute partie libre est libre alors (f(x1), f(x2)) est libre.

Ceci est impossible car 0 = f(x) = f(x1 +x2) = f(x1) + f(x2) donc la famille (f(x1), f(x2)) est
liée.

Par conséquent, ker(f) = {0} donc f est injective.

4.2.5

I Py : ker(f) = F — f estla fonction nulle ©

1. =
Siker(f) = falors‘dﬁe ?onaﬁe ker(f) donc f(if) = O_I;doncf: ®

2. &
Si f = @ alors Vil € F: fli) = O_ﬁ) donc i € ker(f) donc Fc ker(f).

Or on sait déja que ker(f) C E donc ker(f) = F



5 Ensemble-Image d’une application linéaire
5.1 Définition
Soit f une application linéaire de F dans F.

On appelle ensemble-image de E par f qu'on note f < E >oul m(f) I'ensemble suivant

Im(f)={5e F/3ic E 7=f(i)

5.2 Propriétés
5.2.1

I Py : Im(f) est un sous espace vectoriel de F

Démonstration :

o Im(f) C F et Im(f) ;«é®car0_ﬁ> € Im(f) puisque()_f> :f(()_g)

e Soienta € R u' € Im(f) o' € Im(f)alors3Iii € E u' = f(if)etIF€ E o = f(7)
Alors au’ +v' = af (if) + f(7) = f(ail + 7). Or ail + 7 € E donc au’ + v’ € Im(f)
e D’apres les 2 propriétés précédentes, Im(f) est un sous-espace vectoriel de F



5.2.2

IPlo Im(f) = F — f est surjective.

Démonstration évidente : ¢’est la définition méme de la surjectivité.

5.2.3

IP11 cIm(f) = {O%} <= f estla fonction nulle ®

1. =
Supposons Im(f) = {O%}
viie E ona f(if) € Im(f).Or Im(f) = {0%}
donc f(if) = 0. donc f = ©
2. &
Stipposons f=0 L
Vu' € Im(f) 3Jiie E ' = f(if). Or f = © donc f(if)
On adonc Im(f) C {0%}
Or on sait déja que {0%} C Im(f) donc Im(f) = {0%}

—

o} douu = 0}.



5.2.4 Famille génératrice de Im(f)

1.

2.

P12:Si?aunebaseB: {e_1>,e_2>,~--,a>} alors :

n n n
tout vecteur if s’écrit if = ) _ x; e/ donc f@@) =£(3), xiel) = Y xif(?l?)

i=1 i=1 i=1
Par _sonsé&uent , Inif ) est le sous espace vectoriel engendré par la famille
(f(er), f(ez),---, f(en))
Si f est injective alors la famille (f (e7), f (e3),---, f (7)) est libre donc est une base
de Im(f)

Si f est surjective alors la famille ( f e_>),f(e_>), e ,f(e_>)) engendre F

1 2 n
Si f est bijective alors la famille (f(e_f),f(e_z}), ,f(e_n>)) est une base de F

10



5.3 Théoréme de la dimension ou Théoréme du rang

Soit E un espace vectoriel de dimension finie #.
Soit f un endomorphisme de E. On appelle rang(f) = dim(Im(f)).
Alors
dim(?) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(ker(f)) + rang(f)

5.4 Corollaire

Soient F et F des espaces vectoriels de méme dimension finie.

Soit f une application linéaire de E dans F.
Alors on a les équivalences logiques suivantes :

f est injective

(i
ker(f) = {02}
(i
dim(F) = dim(E) = dim(Im(f))
()

f est surjective

)

f est bijective

0

f est un isomorphisme de EsurF

il
I'image d"une base deE estunebasede F

11



6 Espaces d’applications linéaires

6.1 L’espace vectoriel des applications linéaires

1. L’ensemble des applications linéaires de 1'ev E vers l'ev F noté E(?, ?) muni de
I'addition et de la multiplication par un scalaire est un IK—espace vectoriel réel.

2. Sidim(E) = netdim(F) = palors dim(L(E, F)) = np.
3. Si (€j)1<i<n est une base de F et (]?j)lgjgp une base de F alors une base de E(?, F)

6.2 L’algebre des endomorphismes

L'ensemble des endomorphismes d’un espace vectoriel F noté End (?) ou E(?) muni de
I’addition, de la multiplication par un scalaire, de la loi de composition o est une K — algbre

6.3 Groupe des automorphismes

L’ensemble des automorphismes d'un espace vectoriel E noté GL(?) muni de de la loi de
composition o est un groupe.

12



7 Matrices et applications linéaires
7.1 Définition

Soient E et F des espaces vectoriels de dimensions finies non nulles respectives p et n.
Soient B = (e_f, e_2>,- . e_p>) une base de ?

— = —
Soit B' = (f1, f2,- -+, fu) une base de ?

Soit f une application linéaire de E dans F.
Alors la matrice M de format (n,p) dont les p vecteurs colonnes sont les coordonnées

de (f(27),f(23),--- ,f(a?)) dans la base (f1, f2,- - ,ﬁ)) est alors appelée la matrice de
l'application linéaire f dans les bases B et 5/

f(@) f(e) G
M:Mat<f,B,B/>: .. PR f2

A

7.2 Exemples
7.2.1

Si dim(?) = n alors la matrice de la fonction nulle

@:?—) ?

0 — @(ﬁ):ﬁ

est la matrice nulle.

| Mat(®,B,B) = 0|

722

Si dim( ?) = n alors la matrice de la fonction Identité

Id?: ? — ?

—

i ldp (i) =i

est la matrice identité I,, de dimension 7.

| Mat(1d, B, B) = I,

13



723

Si dim(?) = 3 alors la matrice de '’homothétie vectorielle i, de rapport A

h,u?—) ?

—

il (i) = Al

A0 O
estlamatrice [0 A O
0 0 A

‘Mat(hA,B,B) - /\1\

724

Soit R? muni de sa base canonique B, = {(1;0); (0;1)} alors I’endomorphisme f

f: R* — IR?
(x,y) +— f(x,y) = (ax+by,cx + dy)

. a b
a pour matrice c d

Mat(f, B, B) = (Z ;’)

7.25

Soit IR muni de sa base canonique B. = {(1;0;0); (0;1;0); (0;0;1) } alors 'endomorphisme k

ki R — R
(v y,z) — k(xy,z)= (ax+by+cz,dx+ey+ fz,gx +hy +iz)

|

oqQ
=0 o
~. 0

a
a pour matrice (d

~. 0
N————

= S

Mat(f, Be, Bc) = (2

oq

14



8 Matrice de passage d’une base a une autre base
8.1 Définition

Soit I'espace vectoriel E de dimension finie # munie de deux bases :
: R (= = —
une ancienne notée B = (e{,e;,- -+, ey)

et une nouvelle base B' = (¢}, ¢, , ¢€},).

Id: (E,B) — (E,B)
zl —  Id(e})) =¢]
€5 —  Id(e]) = e

el —  Id(e)) = e,

e La matrice de passage de I'ancienne base B a la nouvelle base B’ est par définition la
matrice de I'Id relativement aux basgB’ et B dans cet ordre.

1d(e) 1d(e) 1d(e})

. e

sl

P = Mat(1d,B',B) = 2 estinversible

e

P! est la matrice de passage de la nouvelle base B’ a I'ancienne base 3.

e Sionnote X = <;> la matrice colonne des coordonnées de # dans la base B

. X . , -
e Sionnote X' = (y,) la matrice colonne des coordonnées de i dans la base 53’

d’ou

Alors ‘ X = pX’

X' = PIX|

Attention a I’ordre des bases!!!

15



8.2 Exemple

- . . - — . S d
Soit I’espace vectoriel muni de la base B = (e1, e3 ) et soit la nouvelle base B’ = (¢}, e} ) avec
H
e = el + e

/
. x ~ .
Ecrire les composantes < ,) d’un vecteur i dans la base B’ en fonction de ses composantes

(;) dans la base B.

1. Méthode 1:
éthode -

i =xel +ye; = x’e—’f—i—y e
doncxei +ye; =x'ef) +y/(—2ef +e3).

Par conséquent, xe7 +ye; = (x' —2y')el +y'e3).

A cause de 'unicité de I’écriture d’un vecteur dans une base on a donc :

{ X' =2y =x
V=y
d’ox
{ x'—2y=x
V=y
donc
{ x'=x+2y
V=y
2. Méthode 2
La matrice de passage de l'ancienne base B = (e_f, e_2>) vers la nouvelle base B =

— —
(€}, ¢)) estla matrice P dont les vecteurs colonnes représentent les coordonnées 5’ de la
nouvelle base dans Ilancienne base 3 :

%
Id(ey) Id(e)) . ey ¢ .
P = 1 -2 [ — 1 -2 eq
0 1 )& \o 1)@

P est inversible car det(P) = é _12 =1+#0donc P! = detl(P) ((1) i‘) - ((1) i—

= ()= ()= 9 ()= (7

16



8.3 Exemple
E

Soit I'espace vectoriel muni de la base B = {(ef, 23} et soit la nouvelle base B = {( 1,6}
avec
%
¢ =28 +5¢
4= e +7e
/
: x L .
Ecrire les composantes < ,) d’un vecteur if dans la base B’ en fonction de ses composantes

(;) dans la base B.

1. Méthode 1 :
ii=xel +ye; =x'e| 4
donc xe; +ye; = x'(2¢1 +5e3) +v' (e +7e3).
Par conséquent, xe; +ye; = (2x' +y') ey + (5x' + 7)) &3).

A cause de 'unicité de I’écriture d’un vecteur dans une base ona donc :

[N

2 +y =x

5x'+7y =y
d’ou

14x" + 7y = 7x

—5x' =7y = —y
7 A / N 7x—y 411 / / 7x—y
dou9x’ =7x —ydoux’ = 9 .Onendéduitquey’ = x —2x' = x -2 5 =

9x —14x+2y  —5x+2y
9 N 9
2. Methode2_>:

— —
l(e]) 1d(¢}) el 4
— —
P = 2 1 el —(2 1Y) ef
5 7 e 5 7) &

1 _
P est inversible car det(P) = ’é ;’ =9 # 0donc P! = det(P) (_75 21) =

177 -1
9\-5 2

17



9 Exercices

9.1 Exercice

AL
m S S = O

Démontrer que les applications suivantes sont linéaires :

. f:

R? +— R définie par f((x,y)) = x — 2y

: Rp[X] — R définie par ¢(P) = P(1)

: Ry[X] — R définie par h(P) = P®)(0)

: R3[X] — R3[X] définie par ¢(P) = XP' —3P = x — 2y
: R? — R? définie par ¥((x,y)) = (2x — y; x + 3y)

. C%(R, R) > C°(R, R) définie par F(f)(x) = /O L) at

9.2 Exercice

Soient I'application suivante :

p: R* — R3
(xy) — ¢((x,y)=(x—-y,y—x0)

1. Démontrer qu’elle est linéaire

2. Déterminer ker(¢p) et Im(¢) en précisant une base. ¢ est -elle injective ?

3. Déterminer Im(¢) en précisant une base. ¢ est -elle surjective ?

9.21 Corrigé

1.

Méthode 1 : d’apres son expression analytique, ¢ est une application linéaire de R
dans IR®.

Méthode 2 : Soient if = (x,y) € R> 7= (x',y') € R? € Ralors:

plaii +7) — plalx,y) + (¥,1) = p((ax,a9) + (') = Pl(ax + ¥, ay +1))

= (ax+x" —ay—y,ay+y —ax—x',0) = (ax —ay,ay —ax,0)+ (x' — v,y — x',0)
=a(x—yy—x04 (' =y, y =) = ap((x,y)) + (/)

= a ¢(il) + ¢(F) donc ¢ est une application linéaire de R? dans R3

x—y=0

y_x—0 =

ii €ker(¢p) <= ¢(ii) =0 <= (x—y,y—x,0) = (0,0,0) < {

x=y < (vy)=(v,x)=x(11)

Par conséquent, ker(¢) = Vect((1,1)) = le sous-espace vectoriel engendré par la fa-
mille F = ((1,1))

Comme cette famille est formée d'un seul élément (1,1) qui n’est pas le vecteur nul
alors cette famille est libre.

Cette famille étant génératrice et libre est donc une base de ker(¢) qui est donc de
dimension 1.

ker(¢) est la droite vectorielle de base ((1,1)

Comme ker(¢) # 0 alors ¢ n’est pas injective donc n’est pas bijective.

D’apres le théoréme du rang, dim(R?) = dim(ker(¢)) + dim(Im(¢))

donc 2 =1+ dim(Im(¢)). Par conséquent, Im(¢)) est une droite vectorielle

18



9.3

9.3.1

1.

e On sait que Im(¢) est engendré par les images par ¢ des vecteurs de la base de 'es-
pace vectoriel de départ.
OrR?a pour base , la base canonique B = ((1,0), (0,1))
donc Im(¢) = Vect(¢((1,0)),¢((0,1))) = Vect((1,—-1,0); ((—1,1,0))
Mais ces deux vecteurs (1, —1,0) et ((—1,1,0)sont liés donc Im(¢) = Vect((1,—1,0).
La famille formée du seul élément (1, —1,0) qui nest pas le vecteur nul est donc libre
et devient alors une base de Im(¢).

e Comme l'on sait que Im(¢) est une droite vectorielle alors Im(¢)) a pour base (—1,1,0)

e Comme Im(¢) # F = R alors ¢ n’est pas surjective.

Exercice

Soient l'application suivante :

p: R — R3
(vyz) — ¢((xy2)=(x-yy—2zz-2x)

1. Démontrer qu’elle est linéaire
2. Déterminer ker(¢) et Im(¢) en précisant une base. ¢ est -elle injective ?

3. Déterminer Im(¢) en précisant une base. ¢ est -elle surjective ?

Corrigé

e Méthode 1 : d’aprés son expression analytique, ¢ est une application linéaire de IR?
dans RR3.
e Méthode 2 : Soient il = (x,y,z) € R} 7= (x,y,2) € R3x € R alors :
¢(ail +7) = p(a(x,y,2) + (', 7)) = p((ax,ay,a2) + (¢, Y, ')
=¢((ax+x",ay+y, az+2))
=(ax+x' —ay—y,ay+y —az—2,0z+2 —ax —x')
= (ax —ay,ay —az,az —ax)+ (x' —y',y — 2,2/ — «')
—a(x—yy—zz-2)+ (& —y Y 2,2 —¥) = ap((x,,2)) + 9y, 2)
= a ¢(il) + ¢(F) donc ¢ est une application linéaire de R3 dans R3
x—y=20
e il cker(p) < ¢(il)=0 <= (x—y,y—2z2z—x)=(0,0,0) < { y—z=0
z—x=0

z=x

e Par conséquent, ker(¢) = Vect((1,1)) = le sous-espace vectoriel engendré par la fa-
mille F = ((1,1))

e Comme cette famille est formée d’un seul élément (1,1, 1) qui n’est pas le vecteur nul
alors cette famille est libre.

e Cette famille étant génératrice et libre est donc une base de ker(¢) qui est donc de
dimension 1.
ker(¢) est la droite vectorielle de base ((1,1,1))

e Comme ker(¢) # 0 alors ¢ n’est pas injective donc n’est pas bijective.

e D’apres le théoreme du rang, dim(IR3) = dim(ker(¢)) + dim(Im(¢))
donc 3 =1+ dim(Im(¢)). Par conséquent, Im(¢)) est un plan vectoriel.

X=x
= { y=x <= (xy,z)=(xxx)=x(111)
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e On sait que Im(¢) est engendré par les images par ¢ des vecteurs de la base de 'es-
pace vectoriel de départ.
OrR3a pour base , la base canonique B = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))
donc Im(¢p) = Vect(¢((1,0,0)),4((0,1,0)),4((0,0,1)) = Vect((1,0,~1); ((—1,1,0); (0, —1,1))
Mais cette famille n’est paslibrecarVa € R VB € R Vv € Ra(1,0,—1)+B(—1,1,0) +
7(0,-1,1) = (0,0,0
— (a =B, p—7,—a+7)=(00,0)=a=p=7y
IIs ne sont pas forcément tous nuls simultanément.
Par contre, les deux vecteurs (1,0, —1) et (—1,1,0) sont libres car Va € R Vp €
R «(1,0,—1) + B(—1,1,0) = (0,0,0
= (a—B,B,—a) =(0,0,00 = a=p=0
La famille formée deux vecteurs (1,0, —1) et (—1,1,0) est libre et devient alors une
base de Im(¢).

e Comme l'on sait que Im(¢) est un plan vectoriel alors Im(¢)) a pour base (1,0, —1)
et (—1,1,0)

e Comme Im(¢) # F = R alors ¢ n’est pas surjective.

9.4 Exercice

Soit I’espace vectoriel Ry [X] des polynomes d'une variable réelle et de degré inférieur ou égal
a2
1. Donner sans justification la base canonique B de R [X].
2. Soit I’application ¢ de Rp[X] dans R, [X] qui
a tout polynéme P associe le polynéme Q = ¢(P) défini par
Q(X)=P(X+1)—P(X) VXeER
(a) Démontrer que ¢ est un endomorphisme de Ry [X]
(b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B de Ry [X].

(c) Déterminer ker(¢) puis Im(¢p)

9.4.1 Corrigé

Soit I'espace vectoriel Ry [X] des polyndmes d’une variable réelle et de degré inférieur ou égal
a2
1. Ry[X] est formé des :
e des polynomes de degré 2 : les trindmes x — ax? + bx +cotia € R*,b € Retc € R
e des polyndémes de degré 1 : les bindmes x — bx +coub € R*,c € R
e des polyndmes de degré 0 : les constantes non nulles x — c o1 ¢ € R*
e du seul polyndme de degré oo : le polyndme nul ® : x — 0
Par conséquent, Ry [X] = {x — ax?* + bx +c/a € R,b € R,c € R}.
La base canonique B de Ry[X] est donc B = (UN, Id, Carre) ot UN : x — 1,1d : x — x

et Carre : x — x2.

2. Soit I’application ¢ de Ry [X] dans Ry [X] qui
a tout polynéme P associe le polynéme Q = ¢(P) défini par
Q(X)=P(X+1)—P(X) VXER
(a) ¢ est un endomorphisme de Ry [X] car
Vo € R VYap e R VP € ]Rz[X] VP, € Ry [X}
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ona 4)(0&1131 + DCsz) = Délgb(P1) + 1X2¢(P2).
En effet,

(P(OC]P] + Dézpz) = Qtel que

VxR Q(X) = (taPr +aP2) (X + 1) — (a1 Py + a2 P2) (X)

Délgb(P1) + DCQ(P(Pz) =a101 + 2> tel que

VXER (a1 +0<2Q2)( ) = a1Q1(X) + “zQz)(X)

=u(P(X+1) = P(X)) +a2(Pa(X +1) — Pa(X))

=a1P (X +1) —a1P1(X)) + axP2 (X + 1) — a2 P2 (X)) = R(X)

OnabienVx €e R Q(X) = R(X) donc Q = Rd'ou p(a1 Py + apP>) = ayp(Py) +
Déz(P(Pz) CQFD.

(b) Pour déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B de R, [X], il suffit de déter-
miner les images ¢(UN), ¢(Id), p(Carre)

Par conséquent, la matrice de ¢ dans la base canonique B de Ry [X] est : (

(o) i

ii.

1ii.

H(UN) = Qitelque VX € R Qi(X) =UN(X+1)—-UN(X)=1-1=0
donc ¢(UN) = ©

¢p(Id) = Qutelque VX € R Qo(X) = Id(X+1) - Id(X) =X +1-X=1
donc ¢(Id) =

$(UN) = Qs tel que VX € R Q3(X) = Carre(X + 1) — Carre(X)

= X2 +2X+1— X? =2X + 1 donc ¢(Carre) = 2Id + UN

o O O
o O =

ON =
SN——

Déterminons le noyau ker(¢).

Soit P tel que P(X) = aX? + bX + c. Alors

P cker(p) < ¢(P) =0 <— VXeR P(X+1)—-P(X)=0
= VXER a(X+1)?2+b(X+1)+c—(aX?>+bX+c)=0
> VXER a(X>+2X+1)+b(X+1)+c—aX?>—bX—c)=0
— VX€ER 20X+a+b=0 <= 2a=0eta+b=0

< a=0etb=0etcec R

Par conséquent, Ker(¢) = {X — ¢/c € R}.

Ker(¢) = D yn la droite vectorielle de base (UN) car :

e (UN) est une famille génératrice de Ker(¢) puisque Ve € R ¢ =c.1
e (UN) estlibre car UN # ©
dim(ker(Phi)) = 1. Or d’apres le théoréeme du rang,
dim(Ry[X]) = dim(ker(¢)) + dim(Im(¢)) donc 3 = 1+ dim(Im(¢))
donc dim(Im(Phi)) = 2
e Im(¢) est donc le plan vectoriel engendré par la famille
F = (¢(UN), p(Id),¢(Carre)) = (®,UN,2Id + UN) = (UN,2Id + UN).
o Cette famille F est libre car c’est une famille génératrice de 2 vecteurs dans un

sous-espace vectoriel de dimension 2.
e Donc F est une base de Im(¢)

Par conséquent Im(¢) = ?(UN,ZIdJrUN)
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9.5 Exercice

Soit n > 1. Soit I'espace vectoriel E = R, [X] des polyndmes de degré inférieur ou égal a n.
Soit I'application

E — g
P — f(P)=P+(1-X)P

1. Démontrer que f est un endomorphisme de E
2. Déterminer ker(f) puis Im(f)

9.51 Corrigé

1. Soita € R. soient (P, Q) € E? alors
f(aP+Q)=aP+Q+(1—X)[aP+ Q) =aP+Q+ (1—X)[aP + Q']
=a(P+(1-X)P)+Q+(1-X)Q" =af(P)+ f(Q)

donc f est un endomorphisme de E

n n—1 n
2.(a) P=}) X cker(f) <= ) aX +a, X"+ (1-X)(} kar X =0
k

(b)

k=0 =0 k=0
n—1 n n
— Z aka +a, X" + Z kaka_l — kgka =0
k=0 k=0 k=0
n—1 n n-1
— Y g X0, X"+ Y kX = Y kap X 4 na, X" =0
k=0 k=0 k=0
n—1 n
<~ Z (1- k)(lka + Z kaka_l +(1—n)a,X"=0
k=0 k=1
n—-1 n—1 )
= Y 1-kbax + Y+ DajaX + (1 - n)a, X" =0
k=0 j=0
n-1 n—1
= Y (1-k)aX" + Y (k+1)ap X + (1 - n)a, X" =0
k=0 k=0
n—1
— Y1 =a+ (k+Da ] X + (1 —n)a, X" =0
k=0
ap+a; =0
2112 =0
1—k)ag + (k+1)ag pourtout0 < k <n-—1 —ap +3a3 =0
{ El — n))an :(O V1 P — —2a3+4a, =0
—nay_1+na, =0

a; = 0 pour tout k > 2
{ ap+a; =0

Donc ker(f) = Vect(1 — X) qui est une droite vectorielle.

D’apres la formule du rang, on sait que dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E) donc

dim(Im(f)) =n—1.

Im(f) est engendré par (f(1), f(X), f(X?), -+, f(X™)).Or f(1) = f(X) donc Im(f)

est engendré par les f(X¥) = kxk —1 4 (1 — k)X* qui sont linéairement indépen-

dantes donc forment une base de Im(f).
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9.6 Exercice Essec 08 ecs

Soit 'espace vectoriel P des fonctions polynomiales de R dans R. On désigne par P le sous
espace vectoriel des fonctions polynomiales polyndmes de R dans R de degré inférieur ou
égalar.
Etant donné Q € P, on se propose de déterminer toutes les fonctions polynomiales P véri-
fiant :

VxeR  P(x+1)—P(x) =Q(x)

A cet effet, on introduit I'application A de P dans P définie par la relation :
VxeR  A(x)=P(x+1)—P(x)

1. (a) Démontrer que A est un endomorphisme de P

(b) Soit P € P de degré r > 0, calculer le degré de la fonction polynémiale A(P).

(c) Démontrer que ker(A) est 'ensemble des fonctions polynomiales constantes.
2. On considere pour r € IN* 'application

Ar o Py — Pr
P — A(P)

(a) Justifier la définition de A, et montrer qu’elle est linéaire

(b) Quel est le noyau de A, ?

(c) Montrer alors que Im(A;) = Py_q

(d) En déduire que l'application A est surjective

9.6.1 Corrigé
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9.7 Exercice

Soit l'espace vectoriel Mj(IR) des matrices carrées d’ordre 2.

1. Donner sans justification la base canonique B de M;(R).

2. Soit la matrice P = G i)

Soit I'application ¢ de M»(R) dans M>(IR) qui a toute matrice M associe le polynéme
(M) défini par (M) = PM

(a) Démontrer que ¢ est un endomorphisme de M;(RR).

(b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B de M;(R).

(c) Déterminer ker(¢) puis Im(¢)

9.7.1 Corrigé

Soit I’espace vectoriel Mj(IR) des matrices carrées d’ordre 2.

1. Mj3(R) est de dimension 4 et la base canonique B de M;(R) est

1 0 0 1 0 0 0 0
B_(E1,1—<O 0>,E1,2—<0 0>,Ez,1—(1 O),Ez,z—<0 1))

11
11
Soit I'application ¢ de M;(R) dans M>(R) qui a toute matrice M associe la matrice
¢$(M) défini par $(M) = PM
(@) ¢ est un endomorphisme de M;(R) car
VaeR VBER VMe My(R) YN € My(R)
ona¢(aM+ BN) = ap(M) + Bp(N).

2. Soit la matrice P =

En effet,
$p(aM+ BN) = P(aM + BN) = P(aM) + P(BN) = a(PM) + B(PN)
= ap(M) + Bp(N)

(b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B de M;(R).

+#((o 0)=(1 1) (o 0)= (1 o) =4
+ oo o) =(1 1) (6 o) =(0 1)
RS
b - -6 )
OrAzol 1o> (0 0)+ 1 0>:E“+Ezf1
AR 0 0

1 010

. . 01 01

Donc la matrice de ¢ dans la base canonique B de M;(R) est: 1010
0101
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) e M—(Z Z))eker(cp) e ¢(M)=0 < PM =0

(1 T\ (a b)Y _ (0 0y _ (a+c b+d)_(0 0
1 1 c ¢/ \0 O a+c b+d)  \0 0
< a+c=0etb+d=0 < a=—cetb=—d

Donc ker(¢) = {M = (_aa _bb> =a (—11 8) +b (8 —11>}

e ker(¢) est doncle sous espace vectoriel engendré par la famille (| 1

qui est une base car elle est libre.

1 0 0 1\ _ (00 « B\ _ (00
En effet, « <_1 0) + B <O _1> = (O 0) == <_“ —,8) = <O 0> =
a = 0et B = 0Donc ker(¢) est le plan vectoriel ?(C,D) de base (C,D) out
1 0 0 1
e (1, Dan=(0 1
e D’apres le théoreme du rang,dim(M;(R)) = dim(ker(¢p)) + dim(Im(¢p))
donc 4 = 2 + dim(Im(¢)) donc dim(Im(Phi)) = 2.
e Par conséquent, Im(¢) est le plan vectoriel engendré par la famille
(p(E1,1), ¢(E12), ¢(E21), ¢(E22)) = (A, B, A, B) = (A, B)
Cette famille génératrice de 2 éléments dans un sous-espace vectoriel de dimen-
sion 2 est donc libre et est donc une base de ce sous-espace vectoriel.

e Im(¢) est le plan vectoriel ?(A,B) de base (G 8) , <8 }))
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9.8 Exercice 3

Soit 'espace vectoriel Mj(IR) des matrices carrées d’ordre 2. Soient A une matrice fixée de

M>(R), la matrice | = ((1) (1)) et la matrice nulle O = <8 8)

Soit I'application ¢ de M;(IR) dans M3 (IR) qui a toute matrice M associe le polyndéme ¢ (M)
défini par $(M) = MA — AM
1. (a) Démontrer que ¢ est un endomorphisme de Mj(R).
(b) Déterminer ker(¢).
(c) Démontrer que A € ker(¢) et que I € ker(¢).
(d) Démontrer que si B € ker(¢) etsi C € ker(¢) alors BC € ker(¢)

2. On suppose dorénavant que A = (8 i) et soit M = (Z Z)

(a) Calculer ¢(M) et déterminer c et d en fonction de a et de b pour que ¢(M) =0
(b) Montrer que ker(¢) est 'ensemble des matrices de la forme al + bA
(c) Déterminer une base de ker(¢) et préciser la dimension de ker(¢)
(d) SiK € ker(¢) onpose KO =TetVn >1 K'=K'!xK
a®> (a+b)?—a?
0 (a+b)?
puis déterminer K" par récurrence.

Démontrer que K? = (

(e) Déterminer les matrices K telles que K2=1

9.8.1 Corrigé

Soit 1’espace vectoriel M;(IR) des matrices carrées d’ordre 2. Soient A une matrice fixée de

M;(R), la matrice I = (1) (1) et la matrice nulle O = (8 8)
Soit’application ¢ de M;(IR) dans M>(IR) qui & toute matrice M associe la matrice ¢ (M) défini
par p(M) = MA — AM
1. (a) ¢ est un endomorphisme de Mj(RR) car
VaeR VBER VMe My(R) YN € My(R)
ona$(aM+ BN) = ap(M) + Bp(N).
En effet,
¢(aM + BN) = (aM + BN)A — A(aM + BN)
= (aM)A+ (BN)A — A(aAM) — A(BN)
=a(MA) + B(NA) —a(AM) — B(AN) = a(MA — AM) + B(NA — AN)
= ap(M) + pp(N)
(b) M €ker(¢p) <= ¢(M)=0 <= MA—-AM =0 < MA =AM
Donc ker(¢) est I’ensemble des matrices qui commutent avec A.
(c) A €ker(¢p)car AA = AAetl € ker(¢p) car AI = IA puisque Al = Aet[A = A.

(d) SiB € ker(¢) etsiC € ker(¢) alors BA = ABet CA = AC donc (BC)A = B(CA) =
B(AC) = (BA)C = (AB)C = A(BC) donc BC € ker(¢)

2. On suppose dorénavant que A = (8 }) et soit M = (ch Z)
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(@) i ¢(M)=MA— AM = Z
~(0 o3a)- (6 9)-

ii. (M) =0 < (_C

PR

= M= (g gj]_b :a((l) 2)‘”’(8 i) = al + bA Par conséquent, ker(¢)

est I’ensemble des matrices de la forme al + bA
(c) 1. Ker(¢) est donc le sous espace vectoriel engendré par la famille (I, A)
ii. Cette famille est-elle libre ? Oui car :
(10 0 1 00y __(« B N_(00
01 +P 01 0 0 0 a+pB) \O0 O
—a=0etf=0
iii. Par conséquent ker(¢) a pour base (I, A).
C’est donc le plan vectoriel P (; 4) de base (I, A). Sa dimension est 2

(d) SiK € ker(¢p) onpose K =TetVn>1 K'=K""!xK.

i. Comme K € ker(¢) alors 3(a,b) € R> K =al +bA = (g ai
donck? = (4 b a b _ (a® ab + ba + b? + b)? — a?
- \0 a+b)\0 a+b) \O (a+b)? (a+b)2
ii. Démontrons par récurrence que K" = a" (a+Db)" —
. P q =10 (a+ b)"

e étape 1 : initialisation en n = 0.
. (a% (a+1b)°—a" 1 1-1 0
Onab1en<0 (a+b)° )(0 1 )IetK =1
0 0 0
o_ (2 (a+b)"—
donc K¥ = (0 (a+b)°
n=20
o étape 2 : hérédité. Soit un certain n € IN

a" (a+Db)"—a"
n _—
Supposons que K" = (0 (a+b)" )
wil  on _fa" (a+b)"—a"\ (a b \ _(a"a a"b+[(a+b)" —a"|(a+b)\ _

alors K" = K XK_(O (a+0b)" 0 a+b) \ O (a+b)"(a+Db) o
an—H (a + b)n+1 _ an—&-l

( 0 (a+ )" >
o Conclusion : cette propriété étant initialisée en 0 et étant héréditaire est donc

vraie pour tout entier naturel n. CQFD.

)par conséquent la propriété est vraie au rang

2:1
. az (a+b)2_a2 . 1 0 a B
@r=1 = (3 "CVET)=(0 1) = { =0

— a? =1 a=1loua=-1
(ﬂ+b)2:1 a+b=1oua+b=-1
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4:{”:1 ou{azl ou{a:_

1+b=1 1+b=-1 -1+b=1

<:>{a:1 ou{a:1 ou{a:_1 ou{a:_1
b=0 -2 b=2 b=0

Les matrices K solutions de K? = I sont donc :

1 0 1 -2 -1 2 —1
K_<0 1) ouK-(0 _1) ouK-(0 1) ouK-(O
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9.9 Méme représentation matricielle dans deux bases différentes

Soit P un plan vectoriel de base B = (ej, €3). Soit f un endomorphisme de P telle que matrice
-1 1

M(f,B) = ( ’ 4>.

Soit un vecteur non nul u = ae; + be, avec (a,b) # (0,0).

Peut-on trouver un vecteur v = ce; + dey tel que B/ = (u,v) soit une base de P et que

M8 = (3 4)?

9.9.1 Corrigé

2 4

= detglu,o) £oer { f) 7 R

—a+b=—-a+2

(u,v) est une base de P et M(f,B') = <—1 1)

a ¢ 204+4b = —-b+2d
b d|® —c+d=a+4c
2c+4d =b+4d
b
c= =
< ad —bc #Oet 2 5
d:ﬂ+£b

b

b

2
=0 L5
2
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9.10 Endomorphisme nilpotent - Paris C 77

Soit E un espace vectoriel réel. Soit B = (ey, e, e3) une base de E.

Soit f 'endomorphisme de E défini par f(e1) = ey +e3; f(ep) = —e1+e3; f(ez) =

N

1. Déterminer ker(f) puis déterminer Im(f).
On précisera une base pour chacun de ces deux sous espaces vectoriels.

2. Déterminer f(Im(f)) et le comparer au noyau ker(f).
3. Déterminer alors f3 = fo fo f

9.10.1 Corrigé

1
1 =
0 2
Lamatrice de f danslabase Best M = | |, 1
2
1 1 0
x
l.u=\|y| €ker(f) < f(u)=0
z
YR ~ 2 2
1 1 — u= 1
— X+§Z:0 <~ y = EZ u=z E
x+y=0 zeR 1
1
2
Donc ker(f) est la droite vectorielle de base v | 1
2
1

2. Im(f) estle sous espace vectoriel engendré par la famille (f(e1), f(e2), f(e3)).

(e2 +e3)

D’apres le théoreme du rang, comme dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) alors 3 =
1+ dim(Im(f)) donc dim(Im(f)) = 2. Par conséquent, Im(f) est un plan vectoriel.

Or f(e3) = %f(el) - %f(ez) donc la famille (f(e1), f(e2), f(e3)) est liée. Mais la famille
(f(e1), f(e2)) estlibre. On en déduit que Im(f) estle plan vectoriel de base (f(e1), f(e2))-
e f(Im(f)) estle sous espace vectoriel engendré Ilaar la flamille (f(f(er)), f(f(e2)))
* Or (f(fle1) = fleate3) = flea) + fles) = —5e1+ sertes =0

1 1
o et (f(f(e2)) = f(—er +es) = —fler) + fles) = je1 — 5e2 —e3 = —v
Par conséquent, f(Im(f)) est la droite vectorielle de base v : c’est donc le noyau ker(f).
. Alors f3 = fo f o f est 'application linéaire nulle © car

VueE  f(u)=f(f(f(w)) =0car f(f(u)) € f(Im(f)) et f(Im(f)) = ker(f).
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9.11 Endomorphisme nilpotent

Soit n un entier > 2. Soit f un endomorphisme de E de dimension 7 tel que f" = et f*~! # 6
Démontrer que rang(f) = n — 1 etdim(ker(f)) =1

Comme f"~1 £ @alors 3xg € E f"1(x) #0.
Soit B = {xo, f(x0), f*(x0), - 'n/f"_l(xo)}

Cette famille B est libre carsi ) _ A;f*(xo) = Oalorsf”_l[z Aift(x0)] = f771(0) = 0Donc Ao f" 1 (x0) + ZAifl_l(f”(xo
i=0 i=0 i=0
or f"(xg) = 0d’ott Agf"(xg) = 0 avec f""1(xg) # 0. On en déduit que Ag = 0.
n

En réitérant le méme procédé f"_z[z Aift(x0)] = f"~1(0) = 0 on obtient A; = 0.

i=0
On continue le méme procédé on obtient ensuite Ay =0,--- ,A,_1 =0
La famille B ayant n éléments et étant libre dans un espace vectoriel de dimension 7 est donc
une base de E.
Alorsla famille B = {f(xo), f2(x0), -+, f"1(x0), f"(x0) } engendre Im(f) mais comme f"(xq) =
0 donc cette famille B’ a n — 1 éléments.
En utilisant le procédé précédent, on démontre que cette famille 5’ est libre donc dim(Im(f) =
n—1.
D’apres le théoréeme du rang, on a donc dim(Im(f)) =1

0 1 0 0

0 0 1 0
La matrice de f danslabase B” = {f"1(xq), -+, f*(x0), f(x0), X0, } est M =

0 0 0 1

0 0 0 0
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9.12 Endomorphismes commutants

Soient u et v des endomorphismes de E tels que uov = v o u.
Démontrer que ker(u) et Im(u) sont tous deux stables par v.

9.12.1 Corrigé

1. v(ker(u)) C ker(u)?
Soit y € v(ker(u)) donc Ix € ker(u) y = v(x). Alors u(y) = u(v(x) = (uov)(x) =
(vou)(x) =v(u(x)) =v(0) car x € ker(u).
Par conséquent, u(y) = v(0) = 0 donc y € ker(u). CQFD.

2. v(Im(u)) C Im(u)’

Soitz € v(Im(u)) donc Jy € Im(u) z=ov(y).Commey € Im(u) Ix € E y=u(x).
Par conséquent, z = v(y) = v(u(x)) = (vou)(x) = (nov)(x) = u(v(x)) donc z €
m(u). CQFD.

9.13 Endomorphisme commutant avec tout autre endomorphisme

1. Soit u une homothétie vectorielle. Démontrer que Vo € L(E) uov =vou.

2. Soitu € L(E) tels que Vx € E  (x, u(x)) est liée.
Démontrer que u est une homothétie vectorielle.

3. Soient u € L(E) telsque Vv € L(E) uov=vou.
Démontrer que u est une homothétie vectorielle .

9.13.1 Corrigé

1. Soit u une homothétie vectorielle c’est-a-dire IA € R u = A idg.
Alors Vx € E (uov)(x) = u(v(x)) = Av(x) = v(Ax) car v est une application
linéaire.
Par conséquent, Vx € E (uov)(x) =v(u(x)) = (vou)(x).
On a donc démontré que Vo € L(E) uov=vou.
2. Soitu € L(E) telsque Vx € E  (x,u(x)) estliéedoncVx € E JAy € K u(x) = Ayx.
Soit un couple (x, y) d’éléments de E. Donc u(x) = Ayx et u(y) = Ayy.
e ou bien (x,y) est libre.
Alors u(x +y) = Ayyyx +y. Mais u(x +y) = u(x) + u(y) car u est linéaire donc
)\x+yx + y= Axx + /\yy
Par conséquent, (Ayyy — Ax)x + (Axry — Ay)y = 0. Or la famille (x, y) est libre.
Donc Ayiy —Ayx) =0et (Axry —Ay) =0dott Ay = Ay,
e ou bien (x,y) est liée.
—oux#0
Alors y = px et u(px) = Ayy. or u(px) = pu(x) car u est linéaire
donc Ayxx = ‘u)\xx
On obtlent [Aux — pAx]x = 0avec x # 0 donc Ay — pAy] = 0 d’ott Ay = pAy.
—oux=20
u(x) = u(0) = 0 = A0 pour n'importe quel A
e danstouslescas 3A € K Vx € E u(x) = Ax donc u est une homothétie vectorielle.
3. Soient u € L(E) telsque Vv € L(E) uov=vou.
soit x € E et soit p un projecteur sur Vect(x).

32



Alors p(u(x)) = (pou)(x) = (uop)(x) = u(p(x)) = u(x) car p(x) = x puisque
x € Vect(x).

Par conséquent, u(x) € Vect(x) donc la famille (x, u(x)) est liée pour tout x € E donc u
est une homothétie vectorielle.
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9.14 Rang d’une somme d’endomorphismes

Soient u et v des endomorphismes de E de dimension finie.
Démontrer que | rang(u) — rang(v) |< rang(u +v) < rang(u) + rang(v).

9.14.1 Corrigé

e Im(u+v)=(u+v)<E>Cu<E>+v<E>=Im(u)+Im(v)
Par conséquent, rang(u +v) = dim(Im(u +v)) < dim(Im(u) + Im(v)).
Or dim(Im(u) + Im(v)) < dim(Im(u)) + dim(Im(v)).
Donc rang(u +v) < rang(u) + rang(v) (%) CQFD.
e En utilisant cette propriété (*) nous avons rang(u +v —v) < rang(u + v) + rang(—v)
donc rang(u) < rang(u + v) + rang(v)
d’ou rang(u) — rang(v) < rang(u + v) ().
On réutilise cette propriété (*) de la fagon suivante :
rang(v+u —u) < rang(v + u) + rang(—u) d’ot rang(v) < rang(u + v) + rang(u) . On
en déduit que rang(v) — rang(u) < rang(u +v) (s % %)
e D’apres (xx) et (* * *) on obtient donc | rang(u) — rang(v) | < rang(u + v) CQFD.
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9.15 Rang d’une matrice

2 -3 —4
) ) . 3 1 5
Déterminer le rang de la matrice A = 1 0 -1
0 2 4

9.15.1 Corrigé : Méthode 1

1. La matrice A est une matrice de format (4,3) donc rang(A) < min(4,3) =3

2. Lorsque I'on examine les 3 vecteurs colonnes, on constate que v_f + 271_2> = ﬁ donc cette
famille de 3 vecteurs est liée donc rang(A) < 3

3. On cherche alors s’il y a un déterminant d’ordre 2 qui est non nul.

Un des déterminants d’ordre 2 est § _13 = 11 # 0 donc la famille (ﬁ, 27>2) est libre

donc rang(A) =2

9.15.2 Corrigé : Méthode 2

1. La matrice A est une matrice de format (4, 3) donc rang(A) < min(4,3) =3

2. On calcule tous les déterminants d’ordre 3 possibles :

2 -3 -4

e |3 1 5/=0
-1 0 -1
2 -3 —4

e |3 1 5|1=0
0o 2 4
3 1 5

e |—-1 0 —-1/=0
0 2 4
-1 0 -1

e |0 2 41=0
2 -3 -4

IIs sont tous nuls donc rang(A) < 3

3. On cherche alors sil y a un déterminant d’ordre 2 qui est non nul.

Un des déterminants d’ordre 2 est g _13 =11 # 0donc rang(A) =2
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9.16 Rang d’une matrice
0 r —q
Déterminer le rang de lamatrice A= | —r 0 p

9.16.1 Corrigé

1. A est une matrice de format (3,3) donc rang(A) < min(3,3) = 3.

0 r =9 0 —r -r 0
2. det(A)=|—-r 0 p :O‘ p’—r‘ p’—q‘ ‘:rpq—qrp:Odonc
g -p 0 - 0 q 0 qa —p
rang(A) # 3.

3. On a donc rang(A) < 2.1l reste a trouver au moins un déterminant d’ordre 2 non nul
pour affirmer que rang(A) = 2.

0 T__z
N
0 —q _
° — p‘—rq
r —
. 0 Pq:rp
. |0 r‘_r
q9 —p 1
0 —
o p Oq:qz
r —
. Oq‘:_p,,
.| O‘er
q9 ~—P
—r
| g’=—qp
0
|0l

e ou bien un des 3 nombres p, g, r est non nul alors au moins un des déterminats précé-
dents d’ordre 2 est non nul donc rang(A) = 2.
oubienp =g =r =0alors A = O donc rang(A) =0
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9.17 Rang d’une matrice

1 7 5 3 -2
o o4 22 o0
Déterminer le rang de la matrice A = 2 2 4 0 1
3 -1 71 3

9.17.1 Corrigé - méthode 1

1. A est une matrice de format (4,5) donc rang(A) < min(4,5) = 4.

2. Sil’on trouve au moins un déterminant d’ordre 4 extrait de cette matrice qui est non nul
alors rang(A) = 4.

1 7 5 3
. 0 4 2 2 —0
2 -2 40
3 -1 7 1
1 7 5 =2
e 0 4 2 02 -2 4 1|=12+#0doncrang(A) = 4.
3 -1 7 3

9.17.2 Corrigé - méthode 2

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, en remplagant vy < vy, — 7v1; U3 < v3 — 501,04 <
1 0 0 0 0
0 4 2 2 0
2 -16 -6 —6 5
3 =22 -8 -8 9
Comme A’ a deux colonnes identiques alors A’ a méme rang que A” = (v1,v2,v3,v5) qui a donc

vy — 301; U5 < U5+ 201 on obtient que A a méme rang que la matrice A’ =

1 0 0 0 1 0 0 0
meéme rang que (v; 102 103 vs) = 0 2 10 qu’on réarrange en 0 1 2.0
272 2 -8 -3 5| 2 -3 -8 5
3 —-11 -4 9 3 -4 —-11 9

1 0 0 O

. . A . 0 1 0 O

en faisant vz < vz — 20U, cette matrice a méme rang que la matrice M = > _3 _o 5

3 -4 3 9

1 0/|—-2 5
Or det(M) = ‘0 1‘ ‘ 3 9’ =1x,3=-23#0doncrang(A) =4
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9.18

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f une application linéaire surjective de E sur F.
Démontrer qu’il existe une application linéaire ¢ de F dans E telle que f o g = Idr

9.18.1 Corrigé
Soit B' = (f1, f2, -+ , fn) une base de F.
n

Touty € Fs’écrity = ) yifi.
i=1
Comme f est surjective, chaque f; a au moins un antécédent ¢; dans E.

n
1. Posons g: F — EtellequeVy € F g(y) = Zy,-ei.

2. g est linéaire car Yy € E Vz €E VaeKk g(y +az) = g(y) + rxg( )

n

Eneffet,y = Eyfl, z = 2 zifi; y+az= Eyfl—i-zxz zif; = Zylfl-—ﬁ—oczifi: Z[yi—i-oczi]fi

i=1 i=1 i= 1
n

Alors g(y +az) = ;yl+azl l:iy,—i—azl e; Zyl—i—goczl i Zyl—i—aZzl i
=g(y) +ag(z)

3.y eF (fog)y) = f(gy)) =f(g(;yifi)) =f(;yiei) = ;]/if(ei) = ;%’fi =y
donc f o g = Idr. CQFD. . . . .
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