Corrigé des exercices de trigonométrie

Christian CYRILLE
2 juin 2018

"L’angle droit bout a 90°"
Un éleve anonyme

1 Expressions trigonométriques
1.1 Exercice

Simplifier les expressions suivantes :
1. cos(mt — x) — cos(—x)

2. sin(mt+ x) +cos(g —X)

m—x) 4 cos(x + 2)
T —x) + sin(x + 37)
x — 37) + sin(x + 37)

x)
. (sin(x) + cos(x))? + (sin(x) — cos(x))?
. cos(x ) + cos(7t + x) + cos(27 + x) + cos (37 + x)

0s

sin

3. sin(
4. cos(
5. sin(
6. cos(57T
7
8
9

T s T
. cos(= 5 ) + cos(3§) + cos(5§) + cos(7§)

10. sin(x + = 5 ) + sin(x + 77) + sin(x + 37) + sin(x + 27)

T . 7T 77T . 77
11. ¢ (E )—sm(x+§)—|—cos(7—x) —s1n(x+7)
12. sin(x + 7r) + cos(7r — x) — sin(x — 271) 4 cos(x + 77)

13. cos®(x) + cos?(x) sin(x) + cos(x) sin?(x) + sin®(x)

111 Corrigé
Simplifier les expressions suivantes :

1. cos(m — x) — cos(—x) = —cos(x) — cos(x) =| —2 cos(x)

2. sin(mt+x) +cos(g —x) = —sin(x) +sin(x) = @



10.

11.

12.

13.

sin(7t — x) + cos(x + 2) = sin(x) — sin(x) = [0]

cos(1t — x) + sin(x + 37w) = —cos(x) + sin(x + 7w+ 27w) = —cos(x) + sin(x + )

= ‘ —cos(x) — sin(x) ‘

sin(x — 37) + sin(x + 37) = sin(x — 7w — 27w) + sin(x + 7w+ 27)

=sin(x — ) +sin(x+ 1) = —sin(w —x) +sin(x+ 1) = —sin(x) —sin(x) =| —2 sin(x)

2
(sin(x) + cos(x))? + (sin(x) — cos(x))?
= sin?(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos?(x) + sin®(x) — 2 sin(x) cos(x) + cos?(x)
= 2(sin?(x) + cos*(x)) =
cos(x) + cos(7t + x) + cos(27 + x) + cos(37T + x)
= cos(x) + cos(7r + x) 4 cos(+x) + cos(7T + x) = 2cos(x) + 2cos(7T + x)
= 2cos(x) — 2cos(x) = @
7

+cos(38 )+cos(58 ) + cos(— 5 )

5 ,
cos(—n +x) = cos(2 + g +x) = cos(g +x) =| —sin(x)

T
cos(8)

5 5
= cos( <) + cos(m n) + cos( T

51 8 5 8)
2) +cos(250) — cos(5) =[0]

+sin(x + 37) + sin(x + 27)

X+ 37 — 271) + sin(x)
T

x— E) + sin(x) = cos(x) + sin(x) — sin(% — x) + sin(x)

x) +sin(x) = m

T
+ cos(m — g)

=)
)

®|q®| 3

= cos(=) — cos(

, T
sin(x + E) +sin(x + 7

S~ ~—

= cos(x) + sin(x) + sin

—~

) )
= cos(x) + sin(x) + sin
) ) —

—~

= cos(x) + sin(x) — cos

=

cos(% —x) —sin(x + 7 )+ cos(%r —x) —sin(x + 77”)
sin(x) — cos(x) + cos(87ﬂ g —x) —sin(x — 7; + 877-[)
= sin(x) — cos(x) + cos(4mw — = — x) —sin(x — — +4mn)
= sin(x) — cos(x) + cos(—g —x) —sin(x — %)

= sin(x) — cos(x) + cos(g +x)+ sm(g —x)

= sin(x) — cos(x) — sin(x) + cos(x) = @

sin(x + 71) + cos(7r — x) — sin(x — 277) 4 cos(x + 77)
—sin(x) — cos(x) — sin(x) + cos(x — 7T + 87)

—sin(x) — cos(x) — sin(x) + cos(x — 1)
—sin(x) — cos(x) — sin(x) + cos(7T — x)
(

—sin(x) — cos(x) — sin(x) — cos(x) = ‘ —2sin(x) — 2 cos(x) ‘

COS3(J§) + cos?(x) sin(x) + cos(x) sin?(x) —|— sin®(x)

= cos®(x) + cos(x) sin?(x) + cos?(x) sin(x) + + sin?(x)
= cos(x) (cos?(x) +sin(x)) + sm( ) (cos?(x) + sin®(x))
= (cos(x) + sin(x)) (cos?(x) + sin?(x))

= ‘ cos(x) + sin(x) ‘car cos?(x) +sin?(x) = 1.
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2 Equations trigonométriques
2.1 Exercice

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x et ot1 a est un parametre réel.
1. cos(x) =a
2. sin(x) =a
3. tan(x) = a

211 Corrigé

1. e sia ¢ [—1;1] alors cos(x) = an’a pas de solution.

e sia € [—1;1] il existe une seule valeur xo € [0; 7] telle que cos(xg) = a c’est x

Arccos(a)

Alors cos(x) = a <= cos(x) = cos(xg) <= Tk € Z tel que x = xp + 2k7 ou

X = —Xxg + 2k

2. e sia ¢ [—1;1] alors sin(x) = an’a pas de solution.
T

e sia € [—1;1] il existe une seule valeur xo € [— X 2] telle que sin(xy) = a c'est

xg = Arcsin(a)
Alors sin(x) = a < sin(x) = sin(xg) <= Tk € Z tel que x =
x =71 —xg+ 2k
. T
3. il existe une seule valeur xy €] — )

Xo + 2kt ou

3 [ telle que tan(xy) = a c’est xg = Arctan(a)

Alors tan(x) = a <= tan(x) = tan(xg) <= Tk € Z tel que x = xp + 2km ou x =

7T+ xo + 2kt



2.2 Exercice

(d) cos(2x) = é

(d) sin(2x) =
3. (a) tan(x) =1
(b) tan(x) =0
(c) tan(x) = /3

(d) tan(2x) =

Résoudre les équations suivantes d’inconnue réelle x.
1. (a) cos(x) =1
(b) cos(x) =0

(c) cos(x) = %

2
2. (a) sin(x) =1
(b) sin(x) =0
(c) sin(x) = ?
V3

9

@

v3
3

221 Corrigé

Toutes les équations suivantes ont pour ensemble de définition : IR :

1. (a)

(b)

(©

(d)

2. (a)

cos(x) =1 <= cos(x) = cos(0) <= Jk € Z tel que x = 0+ 2k ou x = —0+ 2k7r
donc S = {2knt/k € Z}

cos(x) =0 < cos(x) = cos(g) <= Jdk € Ztelquex = g—i-anoux = —g +2kmt

) T T T T
Or*§+2k7'[— 577T+2k7r— §+(2k71)77donc5— {E+k7T/kGZ}

cos(x) = % < cos(x) = cos(g) <= dk € Z tel que x = g—l—Zch oux =

—g—i-an

done 8 = { 2+ 2km; 2 + 2k /k € 7}

cos(2x) = ? < cos(2x) = cos(%) <= Jk € Z tel que 2x = %—l—an ou
T T T

2x———+ik77<:>xﬂ—E+kﬂoux——ﬁ+kn

donc S = {ﬁ +kn;—ﬁ +k7r/k€Z}

. . T s T

sin(x) = 1 <= sin(x) = szn(i) < dkeZtelquex = §—|—2k7roux =m— 54—

2krt

donc S = {g + 2kt /k € Z}



(b)

©

(d)

3. (a)

(b)

(©

(d)

sin(x) = 0 <= sin(x) = sin(0) <= Ik € Ztelque x = 0+2kmroux = 1 —0+
2kt = (2k+ 1)/ pi
donc S = {krt/k € Z}

2
sin(x) = % <~ sin(x) = sin(g) <= Jk € Z tel que x = g+2k7'c oux =
n—z+2k7r
4
donc S = {4 + 2k, — S +2k7r/kEZ}
sin(2x) = ? < sin(2x) = sin(g) <= dJk € Z tel que 2x = g—f—an ou

2 2
2x:7r—z+2k = g—i—anc’est—é-direx:%—Fknoux: %-ﬁ-kﬂ.’

3
donCS={6+k7t +k7r/kEZ}
tan(x) = 1 < tan(x) = tan(g) <= dk € Z tel que x = g+2k7'c oux =

7T+E+2k7r
4
donCS:{4—|—2k7r +2k7r/k€Z}
tan(x) = 0 <= tan(x) = tan(0) <= 3k € Ztelque x = 0+ 2kmoux = w1+ 0+
2kt = (2k+1)m
donc S = {kt/k € Z}
tan(x) = /3 <= tan(x) = tan(%) <= dk € Z tel que x = §+2k7'( oux =

T+ 2 4 2k
3

donCS:{3+2k7r +2k7r/k€Z}

tan(2x) = ? < tan(2x) = tan(%) <= dk € Z tel que 2x = %—Q—Zkrc ou
TZ"‘kﬂ.’

donc S = {ﬁ +krt/k € Z}




2.3 Exercice

tan(a) + tan(b)
1— tan(a)tan(b)
Les 4 conditions d’existence sur a et b de cette formule sont :

1. tan(a + b) existe c’est-a-dire Vk € Z a + b # g +km

tan(a+b) =

2. tan(a) existe c’est-a-dire Vk € Z a # g + km

3. tan(b) existe c’est-a-dire Vk € Z b # g + km
4. 1—tan(a)tan(b) #0

Démontrer que les 3 premieres conditions suffisent car elles entrainent automatiquement la
4-iéme.

2.3.1 Corrigé

En effet,
e ou bien tan(b) # 0 c’est-a-dire Vk € Z b # kmt
Alors 1 — tan(a)tan(b) = 0 < tan(a) = tanl(b) <= tan(a) = cotan(b) <= tan(a) =
tan(g—b) <= dk e Ztelquea = g—b+2knoua = 7t+§—b+2k7r<:>a+b:
n +km
> .

Or ceci n’est pas possible a cause de la condition 1.
e ou bien tan(b) = 0 c’est-a-dire 3k € Z b = krr mais alors 1 — tan(a)tan(b) =1 # 0

2.4 Exercice

Résoudre dans R I'équation suivante d’inconnue réelle x :

2 cos?(x) —sin(5x) —1 =0

241 Corrigé

2 cos?(x) —sin(5x) —1 =0
e L'ensemble de définition de cette équation est D = R
e Vx €D 2cos?(x) —sin(5x) =1 =0 <= 2cos?*(x) — 1 = sin(5x)

<= cos(2x) =sin(5x) <= cos(2x) = cos(g —5x)

<— dkeZ 2x=§—5x+2k7‘r ou dJkeZ 2x:—§+5x+2krc

e FecZ 7x:§+2k7r ou FIeZ —3x:—g+7

T m  2km

— JkeZ x—ﬁ—i-an ou JkeZ x—g—T
, . T m 2km
e Alors I’ensemble des solutions est S = Uicz 11 + 2k € 3



2.5 Exercice

Résoudre dans R 1'équation suivante (E) d'inconnue réelle x puis représenter l’ensemble des
solutions sur le cercle trigonométrique :

(E) : 4sin(x) sin(3x) —2cos(2x) +1 =0

251 Corrigé

e L'ensemble de définition de cette équation est D = R
e VxeD
4sin(x)sin(3x) —2cos(2x) +1=0

— 4 % (cos(x — 3x) — cos(x +3x)) | —2cos(2x) +1=0

1
car sin(a) sin(b) = > —(cos(a —b) — cos(a+1)))
Donc (E) <:> (cos( 2x) —cos(4x)) —2cos(2x) +1 =0 <= 2cos(2x) —2cos(4x) —
2 cos(2x) +
= -2 cos(4x) +1=0 <= cos(4x) = % <= cos(4x) = cos(g)
- LT T
4x = 2 4 2k TRy
— JkeZ 5 4 —
oudx = —— +2km T T
3 oux=-—g5 + kE
e Alors I'ensemble des solutions est :
T T
S= {12+k— ; E+k— / kE€Z}=Uez {Z+k5 12+ —}

Ces solutions sont représentées par les points suivants sur le cercle trigonométrique :

12+ pif? pif 12+ pid2

pi A2+ 2pil2 pil2

-pif 12

BIRe3pln pi/12+3pi/2



2.6 Bac C Paris

Résoudre dans R 1'équation suivante d’inconnue réelle x puis représenter I'ensemble des so-
lutions sur le cercle trigonométrique : (E) : y/sin(x) + y/cos(x) = 0

2.6.1

Corrigé

sin(x) >0

. Def ={x e R/ }:U[O+2k7‘c;z+2k7'c]

cos(x) >0 kez 2

Comme la somme de deux réels positifs est nulle si et seulement si ces deux réels sont

nuls alors :
sin(x) =0

Alors \/sin(x) + /cos(x) =0 <
cos(x) =0
Or ce systéme n’a pas de solutions car Vx € R sin?(x) + cos?(x) = 1

On en conclut que 'ensemble des solutions




2.7 Bac C Paris (suite)

Résoudre dans R 1’équation suivante d’inconnue réelle x puis représenter I'ensemble des so-
lutions sur le cercle trigonométrique : (E) : y/sin(x) + y/cos(x) = 1

2.7.1 Version 1: Catherine FILIOLE, TC Lycée Schoelcher

/sin(x) 4+ /cos(x) =1

sin(x) >0

o Def = {x € R/ }:U[0+2kn;g+2k7r]
cos(x) >0 kezZ

e 2kt € S car \/sin(2k7) + /cos(2km) =0+1=1

o g +2km € S car \/sin(; 2kmt) + \/cos(g +2kmr)=1+0=1

Par conséquent, {2krt; g +2kn}C S

. . )
Ce sont les seules solutions carsi0 < x < g alors { 0 <sin(x) <1 donc { sin(x) > sin”(x)

0 < cos(x) <1 cos(x) > cos?(x)

donc /sin(x) 4 /cos(x) > 1

On en conclut que 1’'ensemble des solutions | S = {2krt; g + 2k}

L’idée de Catherine FILIOLE est basé sur le résultat suivant: Si0 < X < 1 alors vX < X2
ce qui s'illustre aisément :

Y=y

2.7.2 Version 2

Toujours sur cette méme idée :

V/sin(x) + y/cos(x) =1 <= /sin(x) + y/cos(x) = sin?(x) + cos?(x)

<= /sin(x) —sin?(x) + \/cos(x) — cos?(x) = 0

< VX - X2+ VY~ Y?=0enposant X = sin(x) et Y = cos(x)

<= \/X—Xz = W—Yz = 0 puisque \/Y—X2 > Oe’c\ﬁ—Y2 >0car0 < X < 1et
0<Y<1

Donc (E) «<— VX =X%etVY =Y?




X = X=1
y—1 Uy y_o Ou

impossible car sin?(x) + cos?(x) = 1

e
2.
2
Ry
I
oS <

o

c
—N
9]
. =
]
—
=
~—
|

(@)
o
2]
.~
\aF
I

0
]
(2}
—~
a¥
|

impossible car sin?(x) + cos?(x) = 1

2.7.3 Version 3 : Sonia FILIOLE, TC Lycée Schoelcher
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2.8 Equations de la forme a cos(x) + b sin(x) = ¢

1. Démontrer que pour tout réel x I'on a :

cos(x) 4 sin(x) = V2 cos (x = E) = V/2sin (x + g)

4

2. Quels sont les valeurs minimale et maximale de cos(x) + sin(x)
3. Résoudre dans R I'équation suivante : cos(x) + sin(x) = 2

4. Résoudre dans R 'équation suivante : cos(x) + sin(x) =1

2.8.1 Corrigé

1. Démontrons que pour tout réel x 'on a :

cos(x) + sin(x) = v/2 cos(x — g) = V2 sin(x + g)

—1 <cos(x) <1 )
2. Ona { 1 <sin(x) <1 donc 2 < cos(x) +sin(x) < 2.

Mais —2 et 2 ne sont pas les valeurs minimale et maximale de cos(x) + sin(x).
Les valeurs minimale et maximale sont —v/2 et V2 car
—1 < cos (X_Z) < 1donc—f<cos(x—z) <V2

3. Résolvons dans R I'équation suivante : cos(x) + sin(x) = 2
e Méthode 1:
—1 < cos(x) <let—1<sin(x) <1donc—2 < cos(x) +sin(x) <2
Par conséquent cos(x) + sin(x) = 2 < cos(x) = letsin(x) =1
Donc cos?(x) + sin?(x) = 2. Ceci est impossible car cos?(x) + sin?(x) = 1
Par conséquent , I'ensemble des solutions de cette équation est S = @
e Méthode 2 :

. _ cos(x) = cos(x),
cos(x) +sin(x) = 2 < v2( 7 + 7 )=2
\f(T os(x) + \/Sln(i)=
& V/2(co ( )cos( )—l—sm(z)sm(x)) =2

& \f(cos(x—g) :2<:>cos(x—g) =2
Cette équation est impossible a résoudre
car V2~ 1,414 et —1 < cos(X) <1

4. Résoudre dans R 1'équation suivante : cos(x) + sin(x) =1

11



3 Inéquations trigonométriques
3.1 Ensembles de définition

Déterminer les ensembles de définition des fonctions f suivantes :
1 f(x) = VTFeosx)
2. f(x) = T=sin(®)
3. f(x) = tan(x)

3.1.1 Corrigé

_ Cs (e 1+ cos(x) existe
1. f(x) = /14 cos(x) existe a condition que { 1+ cos(x) > 0

e 1+ cos(x) existe pour tout réel car cos(x) existe pour tout réel.

e 1+ cos(x) > 0estvrai pour toutréel car Vx e R —1 < cos(x) <1
donc 0 <1+ cos(x) <2.

e Par conséquent,

_ . L . 1 —sin(x) existe
2. f(x) = /1 —sin(x) existe & condition que { 1 —sin(x) > 0

e 1 —sin(x) existe pour tout réel car sin(x) existe pour tout réel.

e 1 —sin(x) > 0 est vrai pour tout réel :
Eneffet, Vx e R —1 <sin(x) <1
donc1 > —sin(x) > —1d’out —1 < —sin(x) < 1.
On en déduit que 0 < 1 — sin(x) < 2.

e Par conséquent,

sin(x) sin(x) existe
3. f(x) =tan(x) = existe existe a condition que ¢ cos(x) existe
cos(x) cos(x) >0
e sin(x) existe pour tout réel.

e cos(x) existe pour tout réel.

e cos(x) =0 <= cos(x) = cos(g)

x:g—kan
— Fez! M .
x:—5+2k7r

<— JkeZ x:ngkn

e Par conséquent,| Dy = R — {% +kn/keZ}

12



3.2 Inéquations

Résoudre dans [—7; 7] I'inéquation suivantes d'inconnue réelle x puis représenter ’ensemble

des solutions sur le cercle trigonométrique :

(I : V2sin(2x) =1 < 0

3.21 Corrigé
e L’ensemble de définition de cette inéquation est :D = [—7; 77

SIS

e VxeD (I) < V2sin(2x) <1 <= sin(2x) < \2 < sin(2x) <

ssssssss

—r<oa< 2 —S<x<y
T 4 : °
(I) <= <sin(7) < { ou =
§ 3—7T<2x<7r 3£<x<z
1 s 8 —2
, | _[Lm. Ay,
e L'ensemble des solutions est S = [ 5 8{ ] g ’ 2]

axe

) axe cosinus 0

13



3.2.2 Corrigé Fernand ODONNAT du Vauclin

e L'ensemble de définition de cette inéquation est :D = [—71; 77]
e oubien x = g oux = —g alors v/2sin(2x) — 1 = —1 < 0 donc {%,—g} cS$
2t
e oubien x # g etx # g alors on peut poser t = tan(x) alors sin(2x) = I
2t 2
Donc (I) <= <£<:>4t<ﬁ+\f2t2<:>ﬁt2—4t+\f2>0

1412 2
A=(-22—-V2V2=4-2=2>0
L’équation V2t2 — 4t + /2 = 0 a deux solutions :
2—4/2
t = z\f:\@—lztan(g)ettzzﬁ—i—l:mn(%)
Donc (I) <= t<tout>t < tan(x) < tan(%) ou tan(x) > tan(%r)

e L'ensemble des solutions est § = [—g ; g{ U ]3;[ ; 7;]

axe des tangentes

axe sinus
m
8

™ axe cosinus 0

SRR}

[T

14



3.3 Inéquations

Résoudre dans R les inéquations suivantes d’inconnue réelle x puis représenter 1’ensemble
des solutions sur le cercle trigonométrique :

1. 2cos?(x) > 1

2. tan?(x) — (V3 — 1) tan(x) — /3 <0

15



4 Limites

4.1 Les 4 limites de base

Soit x un réel de l'intervalle |0; g[
—
(5}, OM) mesure x en radians.
On rappelle que 'aire d"un secteur angulaire de mesure x en radians dans un cercle de rayon
xR?

Rest —
est —

Soit M le point du cercle trigonométrique tel que 'angle

1. QuevautOI?

2. Exprimer, en fonction de x, les distances OC, OS et IT puis les aires des triangles OIM
et OITainsi que 'aire du secteur angulaire IOM.

. T .
3. Prouver alors que si 0 < x < = alors sin(x) < x < tan(x)

2
4. En déduire que si0 < x < g alors cos(x) < s1nx(x) <1
i t
5. Déterminer lim cos(x) puis lim sin(x) et lim an(x)
x—0 x=0 X x=0 X
1 i 1-
6. Vérifier quesi0 < x < T alors (sm(x) ¥ = cos(x)
2 14 cos(x)" « e
1— 1 1-—
7. En déduire que lim L;(x) = ~ et que lim 1= cos(x) =0
x—0 X 2 x>0 x

16



4.2 Calcul de limites

Déterminer les limites éventuelles suivantes :
1. lim sin(x)
X+—>—+00
. sin(x
2. lim ﬁ
X400 X

3. lim x+sin(x)
X+—>+00

4. lim x sin(l)
x—0 X

5. lim x?— cos(x)
X+——00

6. J1(136 x?(sin(x) + cos(x))
. sin(2x
7. lim ﬁ
8. lim L””Sf)
o =5
9. Lim V/3 cos(x) — sin(x)

7T
x>—>g xig

10. Tim tan(x) —3 sin(x)
x—0 X
11. lim 1%05(36)
x—0 sin“(5x)
12, fim 500
T 2 cos(x) — /3
"

421 Corrigé
1. lirf sin(x) n’existe pas car sin(x) oscille entre —1 et 1
X+—>—+00

2 lim SO,

X400 X
e L'ensemble de définition D = R*

o Comme il existe au moins un intervalle du type | A; +co[ inclus dans Dy alors on peut
rechercher lim f(x)
X+—>—+00

o —1 <sin(x) <x

. 1 sin(x 1
e doncsix > 0alors —— < JS)SE
e D’apres le théoreme d’encadrement par des fonctions ayant méme limite,
: 1 .1
comme lim —— =0et lim — =0
x——+oo X X—+o0o X

. sin(x
alors lim ﬁ =0
X400 X

17



3. lim x+sin(x)
X400
e L'ensemble de définition Dy = R
o Comme il existe au moins un intervalle du type | A; +co[ inclus dans Dy alors on peut
rechercher 'LHE f(x)
X 0

e VxeR —1<sin(x)<ldoncx—1<x+sin(x)<x+1

Or lim x—1=+c0 ; lim x+1=+ocodonc lim x+sin(x) = 4oo
X400 XH>—+400 X+>—+00

4. lim x sin(l)
x—0 X
e L'ensemble de définition D = R*

e Comme il existe au moins un intervalle épointé de centre 0 inclus dans Dy alors on
peut rechercher lim f(x)
x—0

1 .1
e Six > 0comme —1 <sin(=) <Talors —x < xsm(;) <x

e D’apres le théoreme d’encadrement par des fonctions ayant méme limite, comme

. . . .1
lim —x=0 ; lim x=0alors lim xsin(=) =0
x—0t x—0+ x—0+ be

. .1 .1
e Six < 0comme —1 <sin(=) <1lalors —x > xsin(=) > x
e D’apres le théoreme d’encadrement par des fonctions ayant méme limite, comme

lim —x=0 ; lim x=0alors lim xsin(}) =0

x—0~ x»—1>0* x—0~ 1 1
e Comme lim xsin(—)=0et lim xsin(-) = 0alors lim x sin(—=) =0
x—0~ X x—07F be x—0 X
5. lim x* — cos(x)
X —00

e L'ensemble de définition Dy = R
o Comme il existe au moins un intervalle du type | — oo; B[ inclus dans Dy alors on peut
rechercher lim f(x)
X —00
e Comme —1 < cos(x) < lalors1 > —cos(x) > —1donc —1 < —cos(x) < 1d’ou
x> —1<x*—cos(x) <x?+1
e D’apres le théoreme d’encadrement par des fonctions ayant méme limite, comme

lim x> —1=+oc0 ; lim x>+ 1= +ooalors lim x?— cos(x) = +oo
X+ —00 X+—»—00 X —00

6. lim x?(sin(x) + cos(x))
x—0

e L'ensemble de définition Dy = R

e Comme il existe au moins un intervalle épointé de centre 0 inclus dans Dy alors on
peut rechercher J1(13}) f(x)

e Comme —1 <sin(x) <let—1<cos(x) <1alors —2 < sin(x)+cos(x) <2

e Orx? > 0donc —2x? < x?(sin(x) + cos(x)) < 2x?

e D’apres le théoreme d’encadrement par des fonctions ayant méme limite, comme
hii% —2x2=0 ; lim2x? =0alors lii)r}) x2(sin(x) + cos(x)) = 0
X X

x—0
7 lim sin(2x)
x=0 1/1 — cos(x)
8 1 cotangic)
x o — X D
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10.

11.

12.

V3 cos(x) — sin(x)

I
ST T

X 3 3
lim tan(x) ;szn(x)

x—0 X

lim 1 — cos(x)

x50 sin?(5x)
e L'ensemble de définition Dy = {x / sin?(5x) # 0} = {x / sin(5x) # 0}

lim

H%Z cos(x) — /3

Donch:IR—{k;/kEZ}

carsin(bx) =0 < JkeZ bx=kn < JkecZ x:k—n

Comme il existe au moins un intervalle de centre 0 inclus dans Dy alors on peut
rechercher lim f(x)
x—0

w2

Par la méthode directe, il y a indétermination du type car
lim 1 — cos(x) = 0 et lim sin®(5x) = 0
x—0 x—0
Levons cette indétermination :
1 — cos(x) 2

1 — cos(x) 2

S = sin?(5x) N sin(SJ;) 2
() 25x2
5x
2 .
X 1 . l—cos(x) 1 . sin(x)
T3002522 T 25 T am 22 2 7 w0 x

) 1
donc chgr(l)f(x) =&

sin(6x)

L'ensemble de définition Dy = {x /2cos(x) — /3 # 0} = {x / cos(x) # ~-}

7T 7T
DonchfIR—{g+2kn,—g+2k7r/kez}

o[

2
. . . . 7T .
Comme il existe au moins un intervalle de centre 3 inclus dans Dy alors on peut

3
carcos(x):£ = cos(x):% — JdkeZ xz%—l—anouxz—%—l—Zkﬂ

rechercher limn f(x)

X —

6
Par la méthode directe, il y a indétermination du type
lim_sin(6x) = 0et lim 2 cos(x) - V3=0
X— — X— —

6 6
Levons cette indétermination :

”

car

Posons h = x — % alors
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sin(6x) sin(6(h + %) _ sin(6h + 7)

2 cos(x) — /3 - 2 cos(h+ %) —3 2 {cos(h) cos(%) —sin(h) sin(%} -3

sin(6h + 77) B — sin(6h)
V3cos(h) —sin(h) — 3  v/3(cos(h) — 1) — sin(h)

— sin(6h)
e
\/g(cos(h) -1) B sin(h)
h h
6 M
Donc lim — 0% o _g
oy L2 cos(x) —v/3 =0 \/3(cos(h) —1) _ sin(h)
6 i 0
car lim M =1 ; lim Sll’l(6h) =1 : lim 1-—- COS(h) —0
h—0 h h—0 6]’1 h—0 h
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4.3 Une fonction spéciale

Etudier la continuité puis la dérivabilité sur R de la fonction suivante f définie par
Osix=0
= 1
f&x) x? sin(;)six;«éo

f est-elle de classe C! sur R?

4.4 Prolongement par continuité

2x
sin(x)

Pouvez-vous prolonger par continuité en 0 la fonction f définie par f(x) =

existe & condition que 2x existe et sin(x) existe et sin(x) # 0,

2x
sin(x)
c'est-a-dire que Vk € Z x # kmt
Vx € R 2x existe
car { Vx € R sin(x) existe
sin(x) =0 <= JkeZ x=kn
e Par conséquent, Dy = R — {knt/k € Z}
f est continue sur Dy car
e x — 2x est continue sur R donc sur Dy
e x > sin(x) est continue sur R donc sur Dy
e x > sin(x) ne s’annule jamais sur Dy
sin(x) 2x

Or on sait que lim = ldonc lim ——— =
x—=0 X x—0 sin(x)

On peut donc créer g prolongement par continuité de f en 0 en posant: { § (x%

21



5 Applications trigonométriques de la Formule de Moivre et
du binéme de Newton

5.1 Formules de multiplication des arcs

Exprimer en fonction de cos(6) et de sin(f) les nombres réels suivants :

cos(26); sin(26), cos(36); sin(30); cos(49); sin(46)

22



5.2 Linéarisation de polyndmes trigonométriques

Linéariser (c’est-a-dire transformer les polyndmes suivants en une combinaison linéaire de
cosinus et de sinus de multiples de 6 :

cos?(8);sin?(6); cos®(6); sin’(8); cos*(0); sin*(0); cos® (#); sin’ (0); sin®(8)cos*(8)

23



6 Intégration et trigonométrie

6.1 Exercice - Bac Rennes C 77

~ [ cos(x) _/2 sin(2x) _
Soit I / 1+251n ol T+ 25in( dxetIZ L+1
1. Calculer I,
2. Calculer I
3. En déduire I

24



6.2 Intégration et trigonométrie

On pose I(x) = /Ox cos?(t) dt; J(x) = /Ox sin®(t) dt

1. Calculer I(x) + J(x)
2. Calculer I(x) — J(x)
3. En déduire la valeur de I(x) puis celle de J(x)

6.2.1 Corrigé

I(x) existe car la fonction t + cos?(t) est continue sur I'intervalle de bornes 0 et x car elle est

continue sur R
J(x) existe car la fonction t + sin?(t) est continue sur I'intervalle de bornes 0 et x car elle est

continue sur R
1. 1(x) + J(x) :/Oxcosz(t) dt+/0xsin2(t) dt — /Ox(cosz(t)Jrsinz(t))dt: /Oxldt: 5 =

X

2. I(x) — J(x) = /0 " cos2(t) dt — /0 sin2(f) dt — /O " (cos?() — sin2(£)) dt

_ /0 " cos(2t) dt [% sin(26)]% = %sin(Zx)

3. Comme I(x) + J(x) = xetque I(x) — J(x) = %sin(Zx) alors
1 1 . 1 1 . 1 1 . 1 1 .
I(x) = E[x + 5 sin(2x)] = 7 + i sin(2x) et J(x) = E[x ~5 sin(2x)] = ¥ sin(2x)

25



7 Latrigonométrie et I’ensemble C

7.1 Exercice

cos(0) +isin(6)

Déterminer le module et un argument de z = ) — enld)

7.2 Exercice

Soit 6 un réel tel que Vk € Z a # g + krt.
Déterminer, en fonction de 0 , le module et un argument de
1
1. zZ1 = Wan(@)
1
> 22 = T " 7tan(0)
1
3 2= i+ tan(0)
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7.3 Exercice

Soient a et b des réels.

a+b
. . j— —
1. Démontrer que ¢ +¢? =¢ 2 2cos( a )
a+b
A ia _ b _ )} .o a—b
2. Démontrer que e’ — ¢V =e¢ 2 2i sm(T)
i el et . a—b
3. En déduire que i cotan( 7 )
ia _ ,ib —b
4. En déduire que m — itan(aT)
5. Résoudre dans C, I'équation suivante : 1 + nil(z — Zi)k =0
‘ e ‘ z+2i

k=1
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7.4 Exercice

n—1 k7t
Pour tout entier n > 2 on pose S, = Y _ sin(—).
k=1 n
s . T
1. Posons z = cos(;) + sm(z).
n—1
Donner une expression simple de la somme 2 z

k=0

2. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de cette somme.

En déduire I'égalité S, = —
tan(7)

3. Quelle est lim &?
n—-+oo Mn
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7.5 Exercice

Le plan complexe P est muni du repere orthonormé (O, e, e3)
Soient les points A d’affixe a # b, B d’affixe b et M d’affixe z.

. z—a
Soit le nombre complexe z’ = o
1°) Donner une interprétation géométrique de | z’ | et de arg(z’).
2°) Déterminer puis construire les ensembles suivants :

|

Ei={MeP/|Z|=1}
E;={MeP/ |z |=k}ouk>0etk #1
E3={M e P/Z e R}
E,={M e P/Z e R"}
Es={M e P/Z € iR}

SRS

29



7.6 Exercice (Bac S Antilles-Guyane)

On considere dans le plan complexe, les points O d’affixe 0, A d’affixe 1 et B d’affixe —1.
=1
A tout point M d’affixe z # 1, on fait correspondre le point M’ d’affixe z’ = i —
1°) Etablir que | ' | =1
!/
-1
2°) Etablir que ZZ 1 est réel.
/
1
3°) Etablir que Zz j_ 1 est imaginaire pur.
4°) Interpréter géométriquement a 'aide des points M, M’, O, A et B les 3 propriétés établies
précédemment.
5°) Donner une construction géométrique de M’ connaissant M.
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7.7 Nantes C 83

1. Déterminer les racines cinquiemes complexes de 1.
2. Démontrer que la somme S des solutions est nulle.

3. En décomposant S selon sa partie réelle et sa partie imaginaire et en remarquant que

671 47 8 27T
coSs (5> = C0S (5> et que cos <5> = CO0S <5)
démontrer que cos (271) + cos (47T> = -1

5 5 2

4. Utiliser le fait que cos(20) = 2cos(8)? — 1 pour obtenir une équation du second degré
2
que vérifie cos(?ﬂ).

L. 27T —14++5 4 —1—+/5
En déduire que cos - et que cos ===

5. Détaillez alors une construction a la regle et au compas d'un pentagone régulier
convexe.

771 Corrigé

1. Soit I'équation z°> = 1 d’inconnue z € C.

e L'ensemble de définition de cette équation est D = C.

e z=0¢S. .

e On cherche donc des solutions z dans C*. Posons alors z=r et
5 _ 05 _ 5 510 _ 1 oi0 r=1
22=1 <= (P =1 re?=1¢" — TkeZ 56 =04 2%kn

r=1
<= 2kt

Tkez 9= 2T
< 5

e Les solutions s’obtiennent en donnant a k cinq valeurs entiéres consécutives 0, 1, 2, 3, 4

2(0)
le 5 =e0=1=29
2
e 5 =z
iz—n 2(2)m 1
En posant|z; =e¢ 9 |alors R 2
2(3)7
e 5 = z3
2(4)m
el 5 = z‘l1

donc| S = {1;21;2%;2%,‘2411}
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B (zy)

cal b
a) U

A(1)

21
Fnitd
2. Enposantz; =e 5
1-20 1-1
S:1+zl+z%+z?+z‘11:1 L — =0

1—2z 1—2z;
en utilisant la formule donnant la somme de termes consécutifs d’une suite géométrique.

3. 0=3S = cos(0)+1isin(0) + cos n +isin n + cos an +isin A + cos o +
5 5 5 5 5
isin b + cos 8 +isin 8
5 5 5
o0 2 6 8
d’ot1 0 = Re(S) = cos(0) + cos 5)+cos<5>+cos<5>+cos<5>
67T T
Or cos <5> cos( )etco ( ) (5)
doncO—l—i—Zcos( )—l—Zcos( )dou 1—2{cos<?>+cos(?>}

Par conséquent, | cos 27 ~+ cos _—1
q 5 5 0

4. Comme c0s(20) = 2cos(#)? — 1 alors

ll—cos 2£ ~+ cos 4—” = cos 2 —|—20 2—7[ —1
2 5 5 ) 5 5

On constate alors que cos(?n) vérifie 1" équation du second degré : 2X2 + X — 5= 0
A=(1)2—4(2) (-é) —1+4=5
2X2+X—% = 0 a donc pour solutions X; = _1%\/5 <0etX; = _1%@ > 0Or

271 47 27 —1++5 47 —1-+/5
cos (5) > Oetcos (5> < 0donc| cos (5> = et que| cos (5) =—
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5. Détaillez alors une construction a la régle et au compas d"un pentagone régulier convexe.
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7.8 Exercice
Dans le plan complexe, soient les points A, B et C d’affixes respectives a,b et c.

Démontrer 1’équivalence logique suivante :
ABC est équilatéral < a + bj+cj> = 0oua+ bj? +cj =0
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7.9 Exercice (Bac S Antilles-Guyane)

Soit le nombre complexe A = \/2 —V3- i\/Z +/3
1°) Démontrer que A2 = —2/3-72i
2°)Déterminer alors le module et un argument de A2.

19 7
3°) En déduire le module de A et vérifier qu'un argument de A est bien 1—27[ et non %

4°) Représenter alors sur un méme graphique A, — A et A2.

5°) Déduire de ce qui précede que :
7. V2-3 . 7T, V2+/3

ﬁ) =——7 et que sm(ﬁ) ==

6°) Déterminer les valeurs exactes de cos( %) et de sin( % 5

7°) Déterminer puis dessiner 'ensemble (D) des nombres complexes z tels que A2z soit un

nombre réel.

cos(
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7.10 Exercice

Soit z = cos?(¢p) + isin(¢) cos(¢)
1. Déterminer toutes les valeurs de ¢ telles que z = 0.

2. Ces valeurs de @ étant exclues,

1 sous forme cartésienne.
(b) Ecrire sous forme cartésienne z2,z3,z72

(a) Ecrire alors z~

=3
,Z

(c) Retrouver les résultats des 2 questions précédentes en utilisant la forme trigonomé-
trique de z
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7.11 Exercice

Soit 6 € IR. Résoudre dans C les équations suivantes d’inconnue z
1. 22 — (3cos(8) +isin(8)z+2 =0
2. 2 — 2% +1+i = 0.On donnera les solutions sous forme trigonométrique.
3. cos(2a)z% — 2i(cos(a)z — 1 +0.
On appelera z; et z les solutions. Apres avoir déterminé z; et z; on cherchera une CNS
sur a pour que MM, = 2 sachant que M; et M, ont pour affixes respectives z; et z,
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