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Chapitre 1

Somme directe et Supplémentarité

1.1 Intersection de sous espaces vectoriels

Soient F et G deux sous espaces vectoriels de I'espace vectoriel E.
alors F N G est un sous-espace vectoriel de E

1.1.1 Démonstration
F N G est un sous-espace vectoriel de E car
o FNGCcEcarFCEetGCE
o0eFNGearGecFetleG
oVAER Vi€ FNG VieFNG  i+A7eFNGaar:
* i + AU € F car F est un sous-espace vectoriel de E
* il + A% € G car G est un sous-espace vectoriel de E

1.2 Produit cartésien de deux sous-espaces vectoriels
1.2.1 Théoréme

Si F et G sont des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension finie alors
F x G est de dimension finie et dim(F x G) = dim(F) + dim(G)

Démonstration
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1.3 Somme de deux sous espaces vectoriels

Soient F et G deux sous espaces vectoriels de l’espace vectoriel E.
L’ensemble suivant F + G = {u/ + u” /u' € Fetu’ € G} estun sous espace vectoriel de E.
On I'appellera la somme de F et de G

1.3.1 Démonstration

F + G est un sous-espace vectoriel de E car

o F+G C E car tout élément z € F 4 G est aussi élément de E puisque z = f + g avec
feFetgeGetFCEetGCE

066ﬁ+écar6f6jﬁoﬁ6§?ejﬁeé L

oVAER VieF+G VieF+G  i+AT€F+Gear
*U=f+goufecFetgeG
xT=f+gouf cFetg €G
* H+AT=f+g+Mf +¢)=f+Ag+f +A¢
* f+Ag € F car F est un sous-espace vectoriel de E
* f'+Ag" € F car G est un sous-espace vectoriel de E

1.3.2 Exemple

Soit K un corps de caractéristique différente de 2.

Soit M, (K) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.
Soit 7," (K) le sous espace vectoriel des matrices triangulaires supérieurs.

Soit S, (K) le sous espace vectoriel des matrices symétriques.

Soit D, (K) le sous espace vectoriel des matrices diagonales.

alors

M(K) = T, (K) + Su(K)
T, (K) N 8y (K) = D (K)

1. o T,5(K) + Sy(K) C My (K) car 7,," (K) € M, (K) et S, (K) C M, (K)
Mu(K) C 7,5 (K) + Su(K) car toute matrice M = (m;;) s’écrit M = T + S avec

Osii>j mz-jsii>j
T = (t,‘j) ou tj; = mjsii =] o etS= (Sij) ous; = Osii=j
m,-]-—m]-isil<] ﬂ’l]lSIZ<]

T est bien triangulaire supérieur et S est bien symétrique.
* par exemple, pour n = 3 ona

mip MmMip My3 mip M1 — My M3 — M3z 0 mp1 M3
M= |my mp my| =10 My mpz —mzp | + | my 0 mz

mz; Mz M3z 0 0 ms3 mz1 mzp 0

Comme 7,7 (K) + S, (K) € M, (K) et M,(K) C 7,7 (K) + S, (K) alors
Mu(K) = T, (K) + Su(K)

2. Il est évident que
T," (K) N 8,(K) = Dy (K)
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1.4 Formule des 4 dimensions de Grassmann

Hermann Gunther GRASSMANN(1809-1877)
Si F et G sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension finie alors

dim(F 4 G) = dim(F) + dim(G) — dim(E N G)

1.4.1 Démonstration utilisant le théoreme de la base incomplete

On pose n = dim(ENG) et By = (ey,- - - ,e,) une base de FN G
o D’apres le théoreme de la base incomplete, comme F N G C F et que B est libre on peut
la compléter pour obtenir une base B, = (e, - ,en, f1, -+, fy)de Ja
o D’apres le théoreme de la base incompleéte, comme FN G C G et que By est libre on peut
la compléter pour obtenir une base B3 = (eq,--- ,eu, 81, ,g5)de G
o Soit B= (e, -+ ,en, f1, - S 81 ,gq).
* Bengendre F + G : En effet, soitz € F+Galors3x € F 3ye G z=x+y.
3(ar, -+ ,an,b1,---by) €ER™P x=aje; +---+age, +bifi+ - +bpfy
E|(a/1,... /a;/[lcll...cq) c R+ ]/:allel +~~~+ﬂ§,€n+61g1+---+cng
Alorsz = (ag +aj)er + -+ (an +ay)en +bifi +- -+ bpfp+c181+ -+ ¢4
* B estlibre :
Supposons que ajey + - - +aney +bify + -+ bpfp + 181+ + 48y =0
alors il = ajeqy + -+ +apen +bifi+- - +bpfy = —c181 — - — 48
doncit e ENG qui a pour base By = (e1,- -+ ,ex).
Par conséquent, il = ajey + -+ +aze, +bifi +- -+ bpfp = ajer +- - +aye,
a =a

!
o . ap =a
Or I'écriture d"un vecteur dans une base est unique donc b" 0”
1 =

b, =0

Comme aje; + -+ anen + bify + - +byfy + 191+ +cqgg =0

on en déduit que ajey + - - - +aney + 181+ + g8 = 0.

Mais B3 = (e1,- -+ ,en, &1, - ,&q) est une base de G

doncay =---=a,=c1=---=¢;=0.

En fin de compte,ay = --- =a, =by =--- =b, =c; = -+ = ¢; = 0 donc B est libre
* Par conséquent, B est une base de E+G.

Comme dim(F + G) = Card(B) = n+ p 4 q; comme dim(FNG) = n; comme

dim(F) = n + p et comme dim(G) = n + g alors on a bien :

dim(F + G) = dim(F) 4 dim(G) — dim(F N G)
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1.4.2

1.

CHAPITRE 1. SOMME DIRECTE ET SUPPLEMENTARITE

Démonstration utilisant la formule du rang
L'application

F+GCE
x/ +x//

est linéaire

Donc d’apreés la formule du rang :

dim(F x G) = dim(¢(F x G)) + dim(ker(¢))

Or ¢(F x G) = F + G donc dim(¢(F x G')) = dim(F + G)

(X', x") €ker(¢p) <= ¥ +x" =0 <= 1/ = —x"

donc ker(¢) = {(x,—x) / x € FNG}.

Or I'application x — (x, —x) est un isomorphisme entre F N G et ker(¢)
donc dim(ker(¢)) = dim(F N G)

5. Ordim(F x G) = dim(F) + dim(G)
6. Par conséquent, dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(FN G)



1.5. SOUS ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES

1.5 Sous espaces vectoriels supplémentaires

1.5.1 Définition

Soient E’ et E” deux sous-espaces vectoriels de E.

On dit que ce sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E lorsque
e E'NE" = {0}
e E—E'+E”

On dit alors que E est somme directe de E'etde E” que I’on note

=

EE-

ER
)

Tout vecteur ii € E s’écrit de facon unique if = v’ +u” ou v’ € E' etu” € E”

1.5.2 Caractérisation en dimension finie

Si E est un espace vectoriel de dimension n
Si E’ et E” sont deux sous-espaces vectoriels de E
Alors deux des 3 propriétés suivantes entrainent la troisieme :

1. ENE”" =0

2. EE4+E" =E
3. dim(E) = dim(E") + dim(E")

11
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1.5.3 Exemples

Exemple 1

I {0} et E sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires.

Exemple 2

I Dans un plan vectoriel P deux droites vectorielles distinctes sont supplémentaires.
Exemple 3

Dans un espace vectoriel de dimension 3, un plan vectoriel P et une droite vectorielle D non
incluse dans P sont supplémentaires.

Exemple 4
IVP € Ku[X] Kqu[X] = PKX] ® K,_1[X] avec P K,[X] = {PQ/Q € Ku[X]}.

En effet, a cause de l'unicité de la division euclidienne de tout polynéme A par P
A(Q,R) A=PQ+RavecQ € K,[X]etR=0oud(R) <d(P)

Exemple 5

Soit K un corps.
1. L'ensemble S, (K) des matrices carrées symétriques est un sous-espace vectoriel de
M, (K) .
2. L'ensemble A, (K) des matrices carrées antisymétriques est un sous-espace vectoriel
de M, (K).
3. Mu(K) = S,(K) & Ay (K)

En effet, toute matrice carrée M se décompose de facon unique en la somme d’une
matrice carrée symétrique et d’une matrice carrée antisymétrique.

4. o dim(M,(K)) = n?
o dim(Sy(K)) = M +1D

, nn+1) nn-1)
2 2

o Donc dim(A,(K)) =n
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1. S, (K) des matrices carrées symétriques est un sous-espace vectoriel de M, car c’est le
noyau de 'endomorphisme de M, (R) défini par M — M — ' M.

2. A, (K) des matrices carrées antisymétriques est un sous-espace vectoriel de M, car c’est
le noyau de I'endomorphisme de M,,(R) défini par M — M + ! M.

3. Pour prouver que M, (K) = S,(K) @ A, (K) il faut démontrer que

{ Sn(K) N A4 (K) = {O}
M (K) = 8§ (K) + Ay (K)

o * Ilestévident que {O} C S,(R) N A,y(R)
* SiA €S (R)NA,(R)alors A= fA=—-AdoncA=0
donc S,(R) N A,(R) C {O}
* Par conséquent, S, (R) N A,(R) = {0}
o Démontrons maintenant par analyse-synthese que M, (R) = S, (R) + A (R)

* Analyse :
Supposons que M = S + A o1 S est une matrice symétrique (donc 'S = S)et A
une matrice antisymétrique (donc A = —A).
Alors'M = 1(S+ A)= 1S+ 'A=S5S—A.
Comme
M=S+A
IM=S—A
alors .
§=5(M+ M)
1 t
* Synthese :
Soit M une matrice carrée. Soit S = %(M + M)etA = %(M — M) alors
@ M=S+A
t bl t 1! t L tt L
) 'S="GM+ M) =7 (M+ M) =5(M+ (M) =5(M+M) =S5

donc S est symétrique.

© A= tCm-tmy) =

2
—A
donc A est antisymétrique.

(M~ 'M)) = (M~ (M) = S('M~ M) =

4. o dim(M,(K)) = n? car toute matrice carrée M = (mij)1<ij<n 8'écrit de fagon unique
n n
M= Z Z m;;E;j o E; j est la matrice qui n’a que des zéros sauf le coefficient situé
i=1j=1
a l'intersection de la ligne i et de la colonne j qui vaut 1.
o Soit M = (m;j)1<jj<, une matrice symétrique donc V(i,j) € [1; n]* myj = mj;.
n
Par conséquent M = ZmiiEi,i + Z mi;Eij + Z m;;Ejj
i=1 1<i<j<n 1<j<i<n

n
M:ZmiiEi,i+ Y. myEj+ ), mEg

i=1 1<i<j<n 1<j<i<n
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* Par conséquent B est une base de S, (K) donc dim(S,(K)) =

o Comme M, (K) = S,(K) & A, (K) alors dim(A,(K)) = n®> —

CHAPITRE 1. SOMME DIRECTE ET SUPPLEMENTARITE

Dans la troisieme somme, on change les variables "muettes” i en j et jen .

M= Zmlezz+ 2 m;;Ejj + Z m;;Eji

1<i<j<n 1<i<j<n
M = ZmzzElz+ Z mjj E1/+E ]
i=1 1<i<j<n

Soit la famille B formée des n matrices symétriques E; ;

etdes1+2+---+(n—-1) = w matrices Eij + E]-Z- qui sont symétriques
elles aussi car elles sont formées que des zéros sauf les deux coefficients valant 1
situés a l'intersection de la ligne i et de la colonne j et a l'intersection de la ligne j
et de la colonne i

On a donc S, (K) = Vect(B)

Cette famille B est libre car pour tous réels ay, - - -, ay, et pour tous réels B;;

ou1<z<]<ntelsqueZocE”+ ) BijlEij + Eji] =0

i=1 1<i<j<n
Alors le Ei+ Z ﬁl]EZ] + Z ﬁl] ji— =0
i=1 1<i<j<n 1<i<j<n

Donc en changeant dans la troisieme somme les variables "muettes "ien j et j en
i on obtient :
DX Eit ) PBiEyi+ ), Pufj=0
1<i<j<n 1<j<i<n

En fait, on se retrouve devant une combinaison linéaire nulle de tous les n? Eij qui
forment une base de M, (IK) donc tous ces coefficients sont tous nuls. Ce qui nous
permet de conclure que la famille B est libre.
n(n+1)

2
nn+1) n(n—1)

22
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1.5.4 Existence d’une infinité de supplémentaires

Soit K un corps commutatif infini et soit un K —espace vectoriel E.
Soit F un sous espace vectoriel de E.
Alors F admet une infinité de supplémentaires dans E

Démonstration :
a) En dimension finie
Comme dim(E) = n est finie alors dim(F) = p est finie avec p < n.
e oubien F = {0} alors E est un supplémentaire de F.
e oubien F # {0} donc F possede une base (e, e, - -, ¢,) que l'on peut compléter en une
basede E : (e1,€0, "+ Cp Cpil e ,en).
Soit G = Vect(epy1- -+ ,en). Soit x € E démontrons qu'3!(f,g) € FxG x=f+g
Analyse :
Supposons que x = f +gou f € Fetg € G.
Sil’onnote (x1,- - -, x,) les coordonnées de x dans la base (Ey, - - - ,e,), commelesn — p
derniéres coordonnées de f sont nulles dans cette base ainsi que les p premieéres coordon-
nées de ¢ dans cette base alors f a pour coordonnées (x1, - - -, xp) et ¢ a pour coordonnées

(xp+l/ e /xi’l)

P n
Par conséquent, f = Z x;e;etg = Z xie;
i=1 i=p+1
Synthese :

P n
Soient f = ) xjejetg= ) xejalorsx=f+gavecfeFetgeG
i=1 i=p+1
b) en dimension infinie
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1.6 Exercices
1.6.1 Images de sev supplémentaires par une application linéaire injective

Soient E et F des espaces vectoriels et soit f € L(E, F).

Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

i) f est injective.

ii) I'image par f de toute famille libre finie de E est libre dans F.

iii) Pour toute décomposition E = G @ H alors f(E) = f(G) @ f(H).

1. i) = ii):
Démontrons que si f est injective alors 'image de toute famille libre de E est libre dans
F:
Soit (&;);e; une famille libre finie.

Supposons que Y_ A;f(¢;) = O alors f (Z Aﬂ?}) = 0. Donc Y_ A;¢; € ker(f).
iel i€l i€l
Or f est injective donc son noyau ker(f) = {0g}. Par conséquent, Y Mg = {0g}.
icl
Or la famille (¢;);c; estlibredonc Vi€ I A; =0.
2. i) = i):
Démontrons la réciproque : Si 'image de toute famille libre de E est libre dans F alors f
est injective.
Nous allons démontrer en fait la contraposée de cette implication.
Supposons que f n’est pas injective donc ker(f) # {0} donc 3% # {0}f avec f(¥) =
{0}r.
Jx; €E Fxp € E x = x1 + x; avec la famille (x1, x;) libre .
Comme l'image de toute famille libre de E est libre dans F alors la famille (f(x1), f(x2)
est libre.
Ceci estimpossible car 0 = f(x) = f(x1 +x2) = f(x1) + f(x2) doncla famille (f(x1), f(x2)est liée .
Par conséquent, ker(f) = {0} donc f est injective.
3. if) = iii)
Pour toute décomposition E = G & H alors f(E) = f(G) @ f(H)
4. iii) = ii)



Chapitre 2

Formes Linéaires et Hyperplans

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie et ott K est un corps commutatif.

2.1 Définition

* On appelle forme linéaire toute application linéaire de E dans K.

* L'ensemble L(E, K) des formes linéaires définies sur E s’appelle le dual de E et se note
E*.

e L'ensemble £(E*,KK) des formes linéaires définies sur E* s’appelle le bidual de E et se
note E**.

2.2 Exemples

1. Forme linéaire classique sur R?
l'application
p: R2 — R
(x,y) —— ¢(x,y) = ax +byou (a,b) € R?
est une forme linéaire sur E = IR?
2. Forme linéaire nulle

Si E est un K—ev alors I'application

6: E — K
x — 0(x) =0k

est une forme linéaire sur E qui est la forme linéaire nulle.

3. Forme linéaire sur K[X]
Si E = K[X] est l'espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans KK, si a € K alors

¢: E — K
P +—— ¢(P)=P(a)

est une forme linéaire sur E

17
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4. L'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle fermé
Si E = C([a; b],R) est I'espace vectoriel des fonctions continues (donc intégrables) sur
[2; b] C R, alors I'application

int: E — K

J int(f):/ahf(t)dt

est une forme linéaire sur E

5. La trace d’une matrice carrée
Si E = M, (K) est I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 1 a coefficients dans K,
alors I'application trace

tr: E — K
M = (ai,j) — t?’(M) = Znai,i
i=1

est une forme linéaire sur E

2.3 Propriétés

1. L'application

crochet de dualité : E x E* — K

(xf) — <x,f>=f(x)

est une forme bilinéaire appelée forme bilinéaire canonique définie sur E x E* car:
* <., f > estlinéaire de E dans K puisque Vx € EVy € EVf € E* VA € K

@ <x+y, f>=flx+y)=fx)+fly) =<x, f>+<y, f>
b) <Ax, f>=f(Ax)=Af(x)=A<x, f>
® < x,.> estlinéaire de E* dans K puisque Vx € EVf € E*Vg € E*VA € K
@ <x, f+g>=(f+8)(x)=f(x)+g(x) =<x, f>+<x,8>
b) <x, Af>=Af)x)=Af(x) =A<x, f>
2. L'application partielle

<x,.> E* — K
f — <x,f>=f(x)

est une application linéaire de E* dans K donc un élément du bidual E**.
Comme cette forme linéaire est associée a x, on l’appellera .
Onadonc #(f) = f(x) cest-a-dire < x, f >= f(x) = %(f) =< f, £ >
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3. L'application canonique

tilde: E — E**
x +— tilde(x) =%

est linéaire car Vx € EVy € EVA € K

(a) tilde(x +y) = tilde(x) + tilde(y) puisque Vf € E*
A

G+ 9)(f) = flx+y) = F0) + () = () + 3()
(b) tilde(A x) = A tilde(x) puisque Vf € E*

—~ = -
(Ax)(f) = f(Ax) = A fx) = A %(f)
On l'appelle 'homomorphisme canonique de E dans E**.

4. Dans le cas ou dim(E) est infinie, on démontre que

tilde: E —» E**
x +—— tilde(x) =%

est injective mais non surjective.
(cf Algebre MP 1 de Michel Queysanne -Revuz ex 172 p 299)
5. Dans le cas ou dim(E) est finie
(a) E* est de dimension finie et dim(E*) = dim(L(E,K)) = dim(E)dim(K) = dim(E)
car dim(K) = 1.
n
(b) SiB = (e1,---,ey) estunebasede EalorsVx € E x = E x;e; de fagon unique

i=1
On considére les n formes linéaires e définies par

ef: E — K
x — ef(x)=x
e; s’appelle la forme i-éme coordonnée relative a la base 5
. . . ) Wiy _ s _ ) 1lsii=j
vie [Lnl) vielin] e =5={ o1z

©)
tilde: E — E**
x +—— tilde(x) =%
est linéaire bijective donc est un isomorphisme canonique entre E et E**.
Donc
E ~ E**

Dorénavant, on identifiera E et son bidual E**
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2.4 Hyperplans

2.4.1 Définition

Soient E un IK—espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E.

On dira que

H est un hyperplan de E lorsque H est un sous espace vectoriel de codimension 1
c’est-a-dire

qu’il existe dans E une droite vectorielle supplémentaire de H.

Toute droite vectorielle Ké de E engendrée par un vecteur € ¢ H est un supplémentaire de H.
En fait,

E=Ké® H = Vect(¢) ® Havece ¢ H

2.4.2 Dimension d’un hyperplan en dimension finie

I Si E est un K-ev de dimension finie 1 et H un hyperplan de E alors dim(H) = n — 1.

2.4.3 Propriété caractéristique et équation d’un hyperplan

‘ H est un hyperplan <= H est le noyau d'une forme linéaire ¢ non nulle. ‘

On dit alors que I’hyperplan H a alors pour équation ¢(x) = 0.
Un hyperplan H est donc défini par une équation linéaire homogene non triviale.

Démonstration :
* —:5i H est un hyperplan de E donc E = H @ Keou € ¢ H.
Soit
¢: E=HoKe — K
X=h+A¢ +— ¢X)=A

¢ On démontre aisément que ¢ est une application linéaire donc ¢ € E*
¢ ¢ est non nulle.
o ZTeker(¢p) — ¢p(¥)=0 <= A=0 < ¥=heH
donc ker(¢) = H
¢ —
Soit ¢ une forme linéaire non nulle. Soit N = ker(¢) son noyau.
Soit & ¢ E — N donc ¢(€) # 0.

Soit ¥ € E et soit A = (5)((32 . )
P(E—18) = 9(F) — pAD) = $(3) — 16()) = ¢(%) — L p(#) = 0 donc ¥ — A7 € N.

¢(€)
Par conséquent, ¥ € Ké® N donc E = N @ Ké'donc N est un hyperplan.
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2.4.4 Corollaire en dimension finie

Si E est un K-ev de dimension finie n et H un hyperplan de E alors :
1. dim(H) =n—1

2. Toute forme linéaire non nulle ¢ est surjective.

Soit ¢ une forme linéaire non nulle donc ker(¢) est un hyperplan.
D’apres le théoreme du rang, dim(E) = dim(ker(¢)) +dim(Im(¢p)) doncn = n—1+dim(Im(¢))
donc dim(Im(¢)) = 1 = dim(K) donc Im(¢) = K donc ¢ est surjective. CQFD.



22 CHAPITRE 2. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

2.4.5 Exercices
Edhec 2013 - ECS - ex 2

Tout endomorphisme f d'un espace vectoriel réel ayant au moins une valeur propre réelle A
admet au moins un hyperplan H stable par f.

2.4.6 Sujet en 2023
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2.5 Un exemple particulier de forme linéaire : la trace

On appelle trace d’'une matrice carrée A = (a;;) de format n la somme de ses éléments
diagonaux :

n
A) =) ai
i=1

2.5.1 Propriétés de la trace

* La trace d'une matrice est une application linéaire car :

1.
Y(A,B) € My(K)2  tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

Ve e R VA € M,(K) tr(w A) = atr(A)
e La trace est donc un élément du dual E* = L(E,K) surjectif, non injectif donc non
bijectif.
¢ La trace a aussi une autre propriété intéressante :

OOV V(A,B) € M,u(K)?>  tr(AB) = tr(BA)

Démonstrations :
1. si A= (a;)etB= (b,]) alors A + B = (a;; + bi;)
donc t?(A + B) Z aij + bzz Z ai; + Z bzz - tr + ti’(B)
i=1

2.Vae R VA= (a,])EM( ) ozA*(zxaij)
donc tr(a A) Zaa”—aZa”—zxtr

3. e tr est surjective car tout element x de K a au moins un antécédent : toute matrice
carrée A ayant x et n — 1 zéros sur la diagonale principale car tr(A) = x

* {rn’est pas injective car il existe des matrices différentes ayant méme trace.
* Par conséquent, tr n’est pas bijective donc tr n’est pas inversible.

n n
4. AB = (Cij) ou Cij = Z aikbk/- et BA = (d,]) ou d1] = Z bikblk]'
k=1

tr(AB) = f = 2 (2 alkb;a) = i (:21 bkiaik>

i=1 i=1 i=1

n n n

(zblk%) -y ( 3 b> S (B

M:

k

i=1 \k=1 i=1



24 CHAPITRE 2. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS
Exercice

Soient des matrices carrées complexes A et B d’ordre n # 0 vérifiant la relation suivante
AB—BA=A

Démontrer que A n’est pas inversible.

Supposons que A soit inversible donc JA~! AA"l = A"lA =11

Alors (AB—BA)A™! = AA~'donc ABA™' —BAA™! = dott ABA™! =B+ 1.
Ortr(ABA™1) = tr((AB)A™!) = tr(A~1(AB)) = tr((A~1A)B) = tr(IB) = Tr(B).
On aura donc tr(B) = tr(B+1) = tr(B) + tr(I) = Tr(B) +n doncn = 0.

Or ceci est impossible.

2.5.2 Trace d’'un endomorphisme

Si f € L(E), si B et B’ sont des bases de E alors :
* Les matrices M et M’ de f relativement aux bases B et B’ sont semblables c’est-a-dire

3 P inversible M=pPM p!

P est la matrice de passage de la base B dans la base B’. P est donc la matrice de Idg
entre (E, B') et (E, B') donc les colonnes de P sont les coordonnées des éléments de la
base B’ dans celle de B’

e M et M’ sont des matrices semblables donc ont méme trace.
On appelle ce nombre commun la trace de f : tr(f) = tr(M) = tr(M’)

Comme M et M’ sont semblables alors 3P inversible telle que M = P~'M’'P d’ot
tr(M) = tr(P~'M'P) = tr(P~Y(M'P)) = tr((M'P)P~') = tr(M'(PP~1)) = tr(M'I) = tr(M’).
CQFD.

Exercice d’application

01 0 1 1 -1
Les deux matrices carrées suivantes A = |0 0 0| etB = [ -2 —2 —2| sont-elles
-3 -3 3
semblables ?

Non car tr(A) =0 # Tr(B) = 2.
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2.5.3 Exercices
Extrait QCM ICNA 14

Démontrer que
1. V(A,B,C) € Mu(R)® tr(ABC) =
2. V(A,B,C) € My(R)* tr(ABC) =

3. V(A,B) c Mn(]R)Z ti’((tA>B> = i <i {Ill']'bl']'> .

Corrigé :

1. V(A,B,C) € My(R)® tr(ABC

. 11y, , (1 -1
2. Soit A = (1 1) ;B = (1 1
6 2

00
AlorsABC = (6 2) ;BAC = 0 0>
C

Donc tr(ABC) =8 # 0 = tr(BAC)

n n n n
3. 5iA = (111']‘) etB = (bl] alorstA = ({1]'1') d’ou t?’((tA)B) = Z ( akibki> = Z ( al]bl]>
1 1

i=1 \k= i=1

Exercice

Soit A une matrice carrée d’ordre 2 telle que tr(A) = det(A) =0.
Démontrer que A% = O

A—(a b).Commetr(A)—Odonca—i—d—Od’oﬂA—(a b).
c d c —a
a

Dans ce cas, det(A) = e —al = —a? — bc. Comme det(A) = 0 alors a® + bc = 0.

» (a b\(a b\ _(a*+bc 0 \ _ [0 0\ _
Alors A _(c —a) (c —a>_< 0 a?+bc)  \0 O =0

Exercice

Résoudre 'équation suivante X + tr(X)A = B d’inconnue X € M,(R) out A,B € M,(R)
avectr(A) = —1lettr(B) = 0.

Corrigé :

* Si X+ tr(X)A = Balors X = —tr(X)A+ B
donc X € {kA+ B /k € R}

* Réciproquement, si X € {kA+ B /k € R}
alors X + tr(X)A =kA+ B +tr(kA+B)A =kA+ B+ (tr(kA) + tr(B)) A
=kA+B+tr(kA)A+0.A=kA+B+ktr(A)A=kA+B—-kA=B.

¢ En conclusion, L’ensemble cherché est S = {kA + B /k € R}
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Extrait Tunis MP 2019

1. Démontrer que ’ensemble S,, des matrices carrées symétriques est un sous-espace vec-
toriel de M,,.

2. Démontrer que 'ensemble A, des matrices carrées antisymétriques est un sous-espace
vectoriel de M,,.

3. Démontrer que M, (R) =S, ¢ A,.

4. Démontrer que I'application suivante : (A, B) + ¢(A, B) = Tr( 'A B) est un produit
scalaire sur M, (R)

5. Démontrer que S, = AL

1. S, des matrices carrées symétriques est un sous-espace vectoriel de M, car c’estle noyau
de 'endomorphisme de M, (R) défini par M — M — ' M.
2. A, des matrices carrées antisymétriques est un sous-espace vectoriel de M, car c’est le
noyau de I’endomorphisme de M, (R) défini par M — M+ ' M.
3. Pour prouver que M, (R) = S;(R) & A, (R)
il faut démontrer que S, (R) N A, (R) = {O} et que M,(R) = S,(R) + A, (R)
(@) o Ilestévidentque {O} C S,(R) N A, (R)
e SiAeS,(R)NA,;(R)alors A= fA=—-AdoncA=0

donc S, (R) N A,(R) C {O}

e Par conséquent, S, (R) N A, (R) = {O}
(b) Démontrons maintenant par analyse-synthese que M, (R) = S,(R) + A, (R)

i

ii.

Analyse :
Supposons que M = S + A ot S est une matrice symétrique (donc 'S = S)et A
une matrice antisymétrique (donc A = — A).
Alors'M = {(S+ A)=1S+ 1A=S—-A.
Comme
M=S+A
IM=S—A
alors .
§=5(M+ M)
1 t
A=-(M-"M)
2
Synthese :

1 1
Soit M une matrice carrée. Soit S = E(M + IM)et A= E(M — M) alors
A . M=S+A

B. IS = t(%(M-l— IM)) = %t(M+ IM)) = %(tM-i- HEM)) = %(tM+M) =5
donc S est symétrique.
CfA= {(5(M~ M) = 2 "M~ "M)) = 2(M~ '('M)) = 2('M— M) =

—A
donc A est antisymétrique.
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4. ¢ est un produit scalaire car

(a) ¢ est symétrique car ¢(A,B) = Tr('A B) = Tr( '('A B)) = Tr( 'B '(*A)) =
Tr('B A) = ¢(B, A)

(b) ¢ estlinéaire par rapport a la premiere variable :
p(aA1 + Ay, B) = Tr( t(lel +Ay) B) = Tr((a PAL + tAz) B) = Tr( « tA1B) +
TT( tAz B) = Uégb(Al,B) + (P(Az,B)

(© B(AA) = tr(('A)A) = 21 (2 akiaki> -y ( "lai]-aij> - (zg) >0,

k=1 i=1 =1

]:
(d) p(A,A) =0 <= tr(({A)A) = (an afj) =0
j=1

= Vi Vj ay=0<+=Vi V] ;=0 A=0
5. Démontrons que S, = A,
(@) Sy C A carsiA € SyetBc A,
alors ¢(A,B) = tr('A B) = tr(AB) = tr( /(AB)) = tr( 'B'A) = tr('A'B) =
tr(*A (=B)) = —¢(A, B) donc ¢(A, B) = 0. CQFD.

(b) Onsaitque M, (R) = S,(R) & A, (R) doncdim(M,(R)) = dim(S,(R)) +dim(A,(R))
donc dim(S,(R)) = dim(My,(R)) — dim(A,(R)) = dim(A;-)
(c) Comme S, C A;- et que dim(S,(R)) = dim(A;-) alors S, = A;t
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Matrices de trace nulle

Soit E I'ensemble des matrices de M, (R) de trace nulle.
1. Démontrer que E est un sous espace vectoriel de M, (R) de dimension n? — 1.
2. Démontrer que E est un fermé de M, (R).

3. Démontrer que l'ensemble des matrices carrées de trace nulle et de déterminant 1 n’est
pas borné dans M, (R)

4. On suppose dans cette question que n = 2
(a) Donner une base de E.

(b) Démontrer que la trace d’une matrice carrée d’ordre 2 est nulle si et seulement si
elle est semblable a une matrice dont la diagonale est nulle.

Corrigé :

1. o E estun sous espace vectoriel de M, (RR) car
VMeEE VNe€E VaeR aM+NE€EE
puisque tr(aM + N) = atr(M) +tr(N) = «(0) + 0 = 0.
n—1
* Soit M = a;j comme tr(M) = O alors a,, = — ) _ a; ;.
i=1

Par conséquent E est engendré par la famille 7 = (E11;E12; - - -; Ej u—1). Cette famille
est libre car c’est une sous famille de la famille 7 = (Ey1; E12 ;- ; Eun) qui est
libre puisque c’est une base de M, (R) .

e [ adonc pour base F qui a pour cardinal n? — 1 donc dim(E) = n? — 1.

2. L'application trace notée tr est une application linéaire de M, (IR) dans l’espace vecto-
riel R. Ces deux espaces vectoriels sont de dimension finie car dim(M,(R)) = n? et
dim(R) = 1.

Par conséquent, cette application linéaire tr est continue donc I'image réciproque d'un
fermé est un fermé.

Or I'ensemble des matrices de M, (R) de trace nulle est I'image réciproque du fermé {0}
donc un fermé. CQFD.

0100 0 k
0 01 00O
. 0 00100
3. Soit M = 000010 Alors YItr(M) = 0 et det(M) =
0 00001
1 0 0000

Z aveca+d =0

. _fa b\ _ (1 O 01 0 0
ParconsequentM—(C _a)—a<0 _1>+b<0 0)+C(1 0).

On démontre aisément que la famille (

4. (a) Sin = 2 alors une matrice M de E a la forme M =

0 _01 ;E12;Ep1) est libre et comme elle
engendre E alors c’est une base de E.
(b) (idée:)
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* — : Montrer que les valeurs propres d’'un endomorphisme f de trace nulle sont
opposées. Si elles sont distinctes , montrer qu’il existe une base (i, j) dans laquelle

la matrice de f serait (a

0 _Oa>. Déterminer ensuite une base dans laquelle la

matrice de f serait alors (2 —011

® <= :5i0 est une valeur propre double utiliser la trigonalisation pour conclure.
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Méthode des traces - CCP 05 - TSI



Chapitre 3

Transvections vectorielles,
Dilatations vectorielles et
Hyperplans

3.1 Transvection vectorielle

3.1.1 Définition

Soit ¢ une forme linéaire non nulle définie sur un espace vectoriel E.
Alors

* H = ker(¢) est un hyperplan de E.

* Onprend 7 € H = Ker(¢)

* On appelle transvection associée au couple (¢, @) 'application

T(‘P/E) . E — £

3.1.2 Propriétés en dimension finie ou infinie

1. T(pd) = Id + (Pﬁ ou¢ € E* — {@} etde H= KET’(4>)
2. T(¢,) est un endomorphisme de E

3. Un endomorphisme u € L(E) est une transvection

v

o ulH =1d
il existe un hyperplan H C E tel que { Im(u—1d) C H

. .s . . 2.9 =1 _
4. Une transvection est bijective et son endomorphisme réciproque est Tp5) = T¢—7)

5. Une transvection u admet pour polyndéme minimal :
e X—1 siu= IdE
o (X—1)2 siu # Idg

31
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6. ¢ Une transvection u admet une seule valeur propre 1.
* Le sous espace propre associé a cette unique valeur propre 1 est
o E siu=1d E
o H = Ker(¢) siu # Idg

7. le conjugué dans GL(E) de u est une transvection.

8. L'ensemble T(H) des transvections d’hyperplan H muni de la loi o de composition des
applications est un sous-groupe du groupe (GL(E), o)

9. (T(H), o) est isomorphe au groupe additif (H, +)

3.1.3 Propriétés en dimension finie

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2
1. Sin=2
Un endomorphisme u € L(E) — {Id} est une transvection

0

il existe une base B de E dans laquelle

T, = Mat(u,B) = <(1) })

2.5in>3
e Un endomorphisme u € L(E) — {Id} est une transvection

t

il existe une base B de E dans laquelle

I.o 0 0
To=Mat(u,B)=| 0 1 1| =1IL+E, 1,
0 0 1

* u € SL(E) c'est-a-dire det(u) =1
* u est non diagonalisable.

3. Un endomorphisme u € L(E) — {Id} est une transvection

0
il existe une base B de E dans laquelle
Mat(u,B) = Ty(A) = In + AE;jjavec1 <i#j<netA € K"
4. Un endomorphisme u € L(E) — {Id} est une transvection

0
rang(u —id) =1
Xu=(X—-1)"
5. Quand K est infini, toute transvection différente de Id s’écrit comme composée de
deux endomorphismes diagonalisables inversibles
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3.1.4 Théoreme fondamental des transvections QQQ

Si E a une dimension finie n > 2 alors le groupe GL(E) est engendré par 1’'ensemble des
transvections.
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3.2 Dilatation vectorielle
3.2.1 Définition

Soit ¢ une forme linéaire non nulle définie sur un espace vectoriel E.
Alors

* H = ker(¢) est un hyperplan de E.

* Onprend @ ¢ H = Ker(¢)

* On appelle dilatation associée au couple (¢, @) I'application

(5(4,[;1*)3 € — E

X 5(4,,‘7)(3?) =X+ Qb(f)ﬁ

3.2.2 Propriétés en dimension finie ou infinie

1. 8pq) = ld+¢dou¢ € E* — {@} etd ¢ H = Ker(¢)
2. (5(4,,,7) est un endomorphisme de E

3. Un endomorphisme u € L(E) est une dilatation

0

il existe un hyperplan H C E et il existe un réel A ¢ {0 ; 1} tel que
ulH=1d
E = Ker(u — Id) & ker(u — Ald)c’est-a-dire Sp(u) = {1; A}
4. On parle alors de dilatation de rapport A
5. Une dilatation de rapport A est bijective et son endomorphisme réciproque est une

dilatation de rapport %

6. Une dilatation de rapport A admet un polyndéme minimal qui est (X —1)(X — A)

3.2.3 Propriétés en dimension finie

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2
1. Un endomorphisme u € L(E) — {Id} est une dilatation

0

il existe une base B de E dans laquelle

I,.1 O

D, = Mat(u,B) = ( 0 A

> =I,+(A—1)E,, avec A =det(u) e K—{0; 1}

2. Deux dilatations sont conjuguées dans GL(E) si et seulement si elles ont méme rap-
port.




Chapitre 4

Homothéties vectorielles

4.1 Définition
L’homothétie vectorielle 1) de rapport A

hA:?H ?

est un endomorphisme de F

vic E Vi€ E VaeR
hy(wii + T) = A(aiil + 0) = A(wil) + AT = a(Ail) + AT = ahy (if) + hy (7). CQFD.

4.2 Propriétés

4.2.1

Tout sous-espace vectoriel Fde E est globalement invariant par une homothétie vectorielle
c’est-a-dire que VA € R* h) < F >=

o I < ? >C ??
SoitFehy < F >doncIie F 5= hy(id).
Par conséquent, ¥ = Ail. Or ii € F et F estun sous-espace vectoriel donc Aif € F.
Par conséquent, 7 € F. CQFD.

b Ch)< >?

—

Soit 7 € ? alorscomme A #Qonad = A (}\v)

= . S 1.
Orve FetF est un sous-espace vectoriel donc i = (/\U> € F.

Par conséquent, 3ii € F 5= hy(if) donc @ € h) < F >. CQFD.

35
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4.2.2 Lemme
o © Q

Si dans un espace vectoriel f, un endomorphisme f laisse globalement invariant toute droite
%
vectorielle D de E alors3! A € R* Vi e D fi) = Al

e Soit 1] € ﬁ tel que 1 # 0. Comme f < B >= B donc f(117) € B Mais 1] est une
base de D car iy # 0.
Donc 3A; € R f(ﬁi) = /\11/?1.
* On ne peut avoir Ay ZO sinon on aurait f(u}) = Ay = 0w = 0. .
Acemoment,Vii € D da € R i = airy car u] est une basede D.
dott f(it) = f(ai) = af(if}) = a0 = O donc f < D >= {0}.
Ce qui est impossible car f < D >= D
 Doncsiifj # 0. alors 3\, # 0 fuy) = Aquny.
e Mémesii; = 0on prend aussi le méme Aq car f(i17) = f(ﬁ) =0=M10= M1
* Nous allons démontrer que ce A est le méme pour tout autre vecteur 1, € D- {0}.
De fagon analogue, Ay # 0 f(11y) = Ayit.
Mais it € D donc3B € R 15 = Bify d'owt Axiis = f(iy) = f(Biry) = Bf(ify) = PAiifi.
Par conséquent, Ayi; = fAqu7 d'olt ApBuy = BA1u] .
On a donc (A; — A1)Bur; = O avec B # 0 et ity # 0.
D’ou (A; — A1) = 0 ¢’st-a-dire Ay = As.
* Onadoncdémontré que 3! A € R* Vii € D flid) = Al

4.2.3 Corollaire

Les seuls endomorphismes qui rendent globalement invariante une droite vectorielle D sont
les homothéties vectorielles de

4.2.4 Endomorphismes commutantavec n'importe quel autre endomorphisme

© Q0 0
Les seuls endomorphismes qui commutent avec n'importe quel autre endomorphisme sont
les homothéties vectorielles.

1. Soit u une homothétie vectorielle.
Démontrer que Vo € L(E) uov=vou.

2. Soitu € L(E) telsque Vx € E  (x,u(x)) est liée.
Démontrer que u est une homothétie vectorielle.

3. Soient u € L(E) telsque Vv € L(E) uov=vou.
Démontrer que u est une homothétie vectorielle.

Démonstration :

1. Soit u une homothétie vectorielle c’est-a-dire 4 € R u = A id.
Alors Vx € E (uowv)(x) = u(v(x)) = Av(x) = v(Ax) car v est une application
linéaire.
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Par conséquent, Vx € E (uov)(x) =v(u(x)) = (vou)(x).
On a donc démontré que Vo € L(E) uov=vou.
2. Soitu € L(E) telsque Vx € E  (x,u(x)) estliéedoncVx € E JAy € K u(x) = Ayx.
Soit un couple (x, y) d’éléments de E. Donc u(x) = Ayx et u(y) = Ayy.
* ou bien (x,y) est libre.
Alors u(x +y) = Ayyyx +y. Mais u(x +y) = u(x) + u(y) car u est linéaire donc
)\x-‘,—yx + y= )\xx + /\yy
Par conséquent, (Ayyy — Ax)x + (Axry — Ay)y = 0. Or la famille (x, y) est libre.
Donc Ayiy —Ayx) =0et (Axry —Ay) =0dott Ay = Ay,
e ou bien (x,y) est liée.
—oux#0
Alors y = px et u(px) = Ayy. or u(px) = pu(x) car u est linéaire
donc Ayxx = pAyx.
On obtient [y — pAx]x = 0avec x # 0 donc Ay — pAy] = 0d’olt Ay = Ay
—oux=20
u(x) = u(0) = 0 = A0 pour n'importe quel A
e danstouslescasdA € K Vx € E u(x) = Ax donc u est une homothétie vectorielle.
3. Soient u € L(E) telsque Vv € L(E) uov=vou.
soit x € E et soit p un projecteur sur Vect(x).
Alors p(u(x)) = (pou)(x) = (uop)(x) = u(p(x)) = u(x) car p(x) = x puisque
x € Vect(x).
Par conséquent, u(x) € Vect(x) donc la famille (x,u(x)) est liée pour tout x € E donc u
est une homothétie vectorielle.
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4.2.5 Sous-groupe des homothéties vectorielles

L’ensemble des homothéties vectorielles muni de la loi o de composition des applications est
un sous-groupe du groupe linéaire GL(E) des automorphismes de 'espace vectoriel E.
En effet,

1. Toute homothétie vectorielle est une application linéaire de E dans E

2. La composée de deux homothéties vectorielles de rapports respectifs k; et ky est une
homothétie vectorielle de rapport kyk;.
hi, o hy, = hy, © hy, = hi,,

3. idg est une homothétie vectorielle , c’est k.

4. Toute homothétie vectorielle hy est bijective et sa bijection réciproque est aussi une

homothétie vectorielle c’est 11 car

k
l’ll OthhkOhlzhlzidE
k k

4.2.6 Exercices

Agrégation Docteurs 20 - Ex 4

Soit E un espace vectoriel sur le corps R de dimension finie n > 1.
1. Soit u un endomorphisme de E commutant avec tous les projecteurs de E.
(a) Montrer que tout vecteur non nul de E est un vecteur propre de u
(b) Montrer que u est une homothétie.

2. Le centre d'un groupe (G,.)est Z(G) = {x € G |Vy € G xy = yx}
Déterminer le centre du groupe linéaire GL(E) et celui du groupe spécial linéaire SL(E)
Indication : On pourra utiliser des automorphismes qui sont combinaisons linéaires
d’un projecteur et de l'identité idg

3. Démontrer que les groupes GL(E) et SL(E) x R* sont isomorphes si et seulement si
n = dim(E) est impair.

Corrigé
1. Soit u un endomorphisme de E commutant avec tous les projecteurs de E.

(a) Soit ¥ # 0.
o Soit p le projecteur de E sur Vect(X) donc p(¥) = X.
o Par conséquent, u(X) = u[p(¥)] = (uop)(¥) = (pou)(¥) = plu(x)].
o Comme p(u(x)) € Vect(X) alors Ay € R u(X) = A%
On peut donc affirmer que tout vecteur non nul de E est un vecteur propre de u
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(b) e oubiendim(E)=n=1
les seuls endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension 1 sont les homo-
théties vectorielles.
¢ En effet, si u est une homothétie vectorielle de E alors u est un endomorphisme
de E.
¢ Réciproquement, si u est un endomorphisme de E .
Soit ¥ # 0 alors E = Vect(%).
Donc u( X) € Vect(X) donc A u( X) = AX.
Soit x' € Vect( ¥)alors 3 € R x' = u¥
donc (') = u(¥) = uu(¥) = p(AR) = (uA)F) = (Ap)¥ = A(u¥) = AZ"
Par conséquent, u est 1’ homothétie vectorielle de rapport A
e oubiendim(E) =n > 2
Donc E a une base B ayant n éléments.
o Soit ¥ € B donc ¥ # 0 et et ¥ est un vecteur propre de u
donc3A € R u(¥ ) AX
o Soit ' € Btel que x’ # ¥. x’ # 0 et et x’ est un vecteur propre de u
donc IV e R u(X) =A%

¢ Comme la sous famille (5(' x') est libre donc ¥ + x” # 0

donc IA” € R u(x+x ) =A" (J_H—x’)
o Onadonc A”(F+x) = u(X +x') = u(¥) + u(x') = AX + V'«
o Par conséquent, (A" — A)¥ + (A7 — A/)x’' = 0.

Or la sous famille (¥, x' est libre donc A” —A = 0et A” — A’ = 0 d'ott A" — =
A=N

¢ u coincide avec '’homothétie vectorielle de rapport A sur tous les vecteurs de
la base B donc u est I'homothétie vectorielle de rapport A.

2. & Soitu € Z(GL(E) donc u commute avec tout automorphisme (endomorphisme bijec-
tif) de E.
¢ Soit p un projecteur de E . Comme les valeurs propres de p sont 0 et 1, on aura
dans une base de E créée a partir de 'union d'une base de Im(p) et d’une base de
ker(p) une matrice diagonale de p qui aura sur les éléments diagonaux que des 1
et des0
o Alors dans cette base, 'endomorphisme p + idr aura une matrice diagonale qui
aura sur les éléments diagonaux que des 2 et des 1 donc p + idg a un déterminant
# 0 donc p + idg est bijectif donc p + idg est un élément de GL(E)
o Par conséquent u o (p+idg) = (p+idg)oudoncuop+u=pou+u
¢ On en déduit que 1 o p = p o u donc u est une homothétie vectorielle.
¢ Réciproquement, il est évident que toute homothétie vectorielle commute avec tout
automorphisme de E.
 Par conséquent, le centre Z(GL(E)) est 'ensemble des homothéties vectorielles de E
e Le groupe spécial linéaire SL(E) = {f € GL(E) | det(f) =1} Soit u € Z(SL(E) donc
u commute avec tout automorphisme dont le déterminant vaut 1
o Soit p un projecteur tel que dim(Im(p)) = k. Comme les valeurs propres de p
sont 0 et 1, on aura dans une base de E créée a partir de 'union d’une base de
Im(p) et d’une base de ker(p) une matrice diagonale de p qui aura sur les éléments
diagonaux que 1(k fois) et des 0(n — k) fois
o Alors dans cette base, I'endomorphisme (p + idg) aura une matrice diagonale qui

1
aura sur les éléments diagonaux que des 2 et des 1 donc — ( p +idg) a un déter-



40

CHAPITRE 4. HOMOTHETIES VECTORIELLES

1
minant qui vaudra 1 donc 7% (p +idg) est un élément de SL(E)

¢ en faisant un calcul analogue a la question concernant Z(GL(E)) on trouve que
uop = poudonc donc u est une homothétie vectorielle.
o Par conséquent, Z(SL(E)) est formé des homothéties vectorielles /1) de détermi-
nant 1.
Or le déterminant d’une homothétie vectorielle de rapport A est A". Par consé-
quent, A" =1 donc A est une racine n-ieme de 1
© ou bien n est impair alors Z(SL(E) = {hy = idg}
¢ ou bien n est pair alors Z(SL(E) = {hy = idg;h_1 = —idg}
3. & =
Nous allons démontrer la contraposée Supposons que 7 est pair nous allons démon-
trer qu'il ne peut exister d’isomorphisme entre GL(E) et SL(E) x R*.
o Z(GL(E)) =l’ensemble des homothéties vectorielles ~ R*; Z(SL(E)) = {hy;h_1} ~
{~1;1} donc Z(SL(E)) x R*) = Z(SL(E)) x Z(R*) ~ {—1;1} x R*
o Sl existe un tel isomorphisme entre GL(E) et SL(E) x R* alors il existerait un
isomorphisme entre R* d’élément neutre 1 et { —1;1} x R* d’élément neutre (1,1)
o Cen’est pas possible car R* a un seul élément d’ordre 2 a savoir —1 car (—1)? =1
mais {—1;1} x R*enatrois= (—1,1); (=1, —1); (1, —1) puisque (—1,1) x (—1,1) =
(1L,1);(-1,-1) x (—=1,-1) = (1,1);(1,-1) x (1,-1) = (1,1)
¢
Supposons 1 impair. Nous allons construire un isomorphisme entre GL(E) et SL(E) X
R*. Il suffit de prendre

¢: SL(E)xR* —  GL(E
(u, M) — p(u,A) = Au

2

En effet,
¢ Soient (1q,A1) € SL(E) x R* et (u1, A1) € SL(E) x R* alors

P((u1, A1) * (uz,A2)) = ¢p((ug 0uz, A1Az)) = (AA2) (ug oup) = Aqug o Agup = ¢((u1, A1))p((u2, A2))

donc phi est un homorphismes de groupes.

¢ Démontrons maintenant que ¢ est bijective c’est-a-dire que tout élément v € GL(E)
a un antécédent unique (u#, A) par ¢ dans SL(E) x R*

o Comme v € GL(E) alors det(v) # 0.

0{0:4)(14,/\) <:>{v:/\u <:>{v:/\u 1) 1

det(u) =1 det(u) =1 1 =det(u) = det ()\U = ﬁdet(v)
u= (det(v))% v
= {41
(det(0))

o Par conséquent ¢ est un isomorphisme entre SL(E) x R* et GL(E).
¢ L'isomorphisme réciproque est

¢~': GL(E) — SL(E) x R*

o 1 1
v — ¢ (v) = | (det(v))n v, —
(det(v))n



Chapitre 5

Projecteurs ou projections
vectorielles

5.1 Définition

Soient E’ et E” deux sous espaces vectoriels supplémentaires de E.
On appelle projecteur ou projection vectorielle de E sur E’ parallelement & E” 'application

p: E — E'
il

"+’ — p(il)=u

I
=

41
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5.2 Propriétés

Si p est la projection vectorielle p de E sur E’ parallelement a E” alors
1. p est une application linéaire de E dans E

2.pop=p

3. ker(p) = E”

4. Im(p) = E

5

. L'ensemble des vecteurs invariants par p est Inv(p) = E'

5.2.1 Démonstration

1. Soitii € Ealors 3/ € ' 3u” € E”  ii=u'+u"
Soit ¥ € E alors 3’ € E/ Fv” € E” 7 +
Soient (a, ) € R? alors

l
!
l
~!

= p(if)doncp o p=p
3. il €ker(p) <= p(il)=0 <= u' =0 <= il =u” <= il € E” donc ker(p) = E”
4. (a) Soit 7 € Im(p) donc it = u' +u” €

donc Im(p) C E'.

(b) Soitii € E alorsu/ = u' +
~~

E &= p(ii) donc @ = u’ donc 7 € E’

!
!

donc u’ = p(u') donc u’ € Im(p).

Par conséquent, E' C Im(p)
(c) Comme Im(p) C E' et E' C Im(p) donc Im(p) = E’
5. i€ Inv(p) < p(il) =il <= w =il = 1" =0 < decF
Donc Inv(p) = E/
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5.3 Propriété caractéristique d’un projecteur OO0
Soit p un endomorphisme de E.

p est un projecteur de E < pop=yp

%
p est alors la projection vectorielle de F sur E' = Im(p) parallélement a E = ker(p)

5.3.1 Démonstration

1. =

démonstration faite dans le paragraphe précédent.
2.
Supposons que p € L(E) telquep o p=1p

)t
0}?

(@) Im(p) Nker(p) = {0 .
Soit i € Im(p) Nker(p) donc 3w € E il = p(@) et p(if) = 0)
alors § — p(if) = p(p(@)) = pA(@) = p(@) — 7 donc Im(p) N ker(p) < {0}.
Or {0} c Im(p) Nker(p

)
{0}

Donc Im(p) Nker(p)
(b) E = Im'(p) + ker(p)?

Soit# € E alors it = p(if) + (il — p(if)
M~ ——
eIm(p) €Ker(p)

(c) En conclusion, E = Im(p) @ ker(p)

m(p) @ker(p) — Im(p) = Ino(p)

p: E=
i =p)+i—p@) — p(if)

Par conséquent, p est la projection vectorielle de E sur Im(p) = Inv(p) parallelement a
ker(p)
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5.4 Projecteurs associés p et Idg — p

Soit p un projecteur de E alors :

g = Idg — p est aussi un projecteur.
. ker(Idg — p) = Im(p)

. Im(Idg — p) = ker(p)

%
. g est donc la projection vectorielle de E sur E” = ker(p) parallelementa E' = Im(p).

UoA W N e

. petg = Idr — p sont dits projecteurs associés.

Démonstration

l.gog=({Id—po(Id—p)=(Id o Id)—(Id o p)—(p o Id)+ (p o p)
Onobtientg o g=1Id —p—p+p = I1d — p = g donc g est aussi un projecteur.
2. e Soit il € ker(Id — p) alors (Id — p)(if) = 0 donc it — p(if) = 0 donc i = p(if) donc
ii € Im(p).
Par conséquent, ker(Id — p) C Im(p)
e Soit ¥ € Im(p) alors Jii € E 7 = p(i).
Alors (Id — p)(7) = (Id — p)(p(i7))
donc 7 € ker(Id — p).
Par conséquent,Im(p) C ker(Id — p)
e Comme ker(Id — p) C Im(p) et Im(p) C ker(Id — p) alors ker(Id — p) = Im(p)

3. La démonstration de Im(Idg — p) = ker(p) est analogue a la précédente en permutant
les roles de p et de (Id — p).
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5.5 Somme de projecteurs

5.5.1 Projecteur construit a partir de deux projecteurs p et g

Soient p et g des projecteurs d’un espace vectoriel F tels queq op =6.
Soitr =p+qg—p og

1. Démontrer que r est un projecteur.

2. Démontrer que Im(r) = Im(p) & Im(q).

3. Démontrer que Ker(r) = Ker(p) N Ker(q)

1. r est un projecteur car
* rest un endomorphisme de E puisque

¢ p+ q est un endomorphisme de E car

* p et q sont des endomorphismes de

% laloi + est interne dans I’anneau (E(?), +,0)
¢ p ogqestun endomorphisme de E car

% p et g sont des endomorphismes de F

* laloi o est interne dans ’'anneau (E(?), +,0)
o r est la différence de ces deux endomorphismes et la loi + est interne dans 1’an-
neau (ﬁ(?),—i—,O)
e ror=r.
Eneffet,r or=[p+g—(pog)] olp+q—(p og)]
ror=polptg—(pog)+qgolptq—(poq]—(pog)olp+q—I(pogq)
ror=poptpoqg—po(pog)tqgoptqoq—qo(poq —(pog)op—(po
q) oq+(pog)o(poq)
ror=poptpog-—popogtqoprqgoq-—gopog-pogop—pogoqt+
poqopoq
Orp op=petq og=qcar p et g sont des projecteurs. De plus g o p = 0.
Doncr or=p+pog—pog+0+g—0og—pob—pog+pob og
Onabienr or =p+pogq—p oq+0+q—0—0—pogq+0=p+gq—pog=r
CQFD.
2. Démontrons que Im(r) = Im(p) & Im(q).
e Démontrons tout d’abord que la somme F = Im(p) + Im(q) est directe c’est-a-dire
que Im(p) N Im(q) = {0}.
o Comme Im(p) et Im(q) sont tous deux des sous-espaces vectoriels de E alors ils
contiennent tous les deux le vecteur 0 donc {0} C Im(f) N Im(q)
o Réciproquement, si 7 € Im(f) N Im(q) alors ¥ € Im(f) et¥ € Im(q)
Par conséquent, iy € E 7= p(uy) et i € E T = q(i1).
Alors p(ir1) = (i) d’ot q(p(i11)) = 9(q(112))
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Donc 0 = q(iy) car g op = 6 etq oq = q puisque g est un projecteur.
On en déduit que 7 = 0 donc Im(p) N Im(q) C {0}
o Lasomme F = Im(p) + Im(q) devient directe car Im(p) N Im(q) = {0}.
* Reste donc a prouver que Im(r) = F = Im(p) & Im(q)
o
o

<
°

3. Démontrons que Ker(r) = Ker(p) N Ker(q)
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5.5.2 CNS pour qu'une somme de projecteurs soit un projecteur. OO0

Soient p et g des projecteurs tous deux non nuls d"un espace vectoriel b

1. Montrer que p + g n’est pas forcément un projecteur de ?
2. Calculer (p+4q) o (p+9)

3. Démontrer que :

(C)
(C)

; _ poq
p + g estun projecteur <= pog+gqo p=0 gop
4. Si p 4 q est un projecteur alors
o Im(p +4q) = Im(p) + Im(q) avec Im(p) N Im(q) = {0}
o ker(p+q) = Ker(p) N Ker(q)
o p+ q est la projection vectorielle sur Imp(p) @ Im(q)

paralleélement a Ker(p) N Ker(q)

1. Soit p un projecteur alors p 4 p n’est pas un projecteur de F car (2p) o (2p) = 4p* =

4p # 2p car p # O.
2. (pt+qglo(ptq)=poptpoqtqop+qoq=ptpoq+qop+q
3. (a) p+gestunprojecteur <= (p+4g)o(p+9q)=p+q

& ptpoqtqoptq=ptq < poqtqop=0

(b) ® Supposonsquep o g=¢q o p =0 alorsilestévidentquep o g+qo p=0
po(pegt+qop)=poc06=0
(pogtgop)op=0op=0
doncpog—gqop=0

* Supposonsquep o g+q o p = G)donc{

oud Poadtproqop=0
dou{POqOP+q0p=®
POQ+QOP:®(hm{PO
peoq—qop=0 q 0
4. Supposons que p + q est un projecteur,
e Démontrons que Im(p +q) = Im(p) + Im(q) avec Im(p) N Im(q) = {0}.
e Démontrons ensuite que ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).

Par conséquent, on a
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5.6 Expression analytique d"un projecteur en dimension 3.

Pour déterminer une expression analytique de p projection vectorielle de E sur E parallele-
ment a E” .

e On vérifie d’abord que E = E/ @ E”

* On trouve l'expression analytique en partant de 1’équivalence logique suivante :

AT B ek
Soient ¥ to' [y | Alorsv’ = p(7) < ¢ - =
oien yle y ors p(9) { S _5e B

4 4

5.6.1 Exemple

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 étant rapporté a la base B = (i’,j’,fé) Soient les

—1 . 1 2
vecteursit | O | ;u' | 1] ;u” | -1
1 0 1

Soient P le plan vectoriel de base (i, u') et D la droite vectorielle de base (1)
1. Vérifier que PN D = {0}

2. Définir analytiquement la projection vectorielle p de E sur P parallelement a D.

3. Définir analytiquement la projection vectorielle g de E sur D parallelement a P.

Corrigé

1. e Onsait que {0} C Petque {0} c D donc {0} c PNnD
* Reste a démontrer que PN D c {0}.

x x x
Soitd |y | e PNDdonc? |y | € Petd |y | €D
z z z

x=-—-a+p x =2y
d’ott I(a, B) € R? y=28 etdy € R y=—v
z=u z=1
—a+p=2y —Y=r=27 7=0
Par conséquent, ¢ B = —7v dou,s B=—7v donc ¢ B=—v
x=rv a=7 a=7

N =
d’oﬁ{ B=0 donc?=0
7y=0
e En conclusion, PN D = {0}
e Par conséquent, P et D sont en somme directe dans E. Or dim(E) = dim(P) + dim(D)
doncE=P® D
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X x!
2. Soient ¥ (y) et v/ (y’) Alors 0/ = p(7) <= v/ € Pet%—o' € D donc
z

¥'=—-a+p x' —x =2y
J(a, B) € R? y =8 et3y €R y—y=—v
o

z = Z—z=7
X' —x =2y
doux’'—y' +z =0et3IyeR { —y'+y =+ Doncdy=—x+y—zdonc
Z—z=17

x’sz(i) (—x+y—2z)

Y Hy=—g(-x+y-2)
7 —z= %(—x—i—y—z)
La projection vectorielle p de E sur P parallelement 4 D est donc définie analytiquement
x = %(x +y—2z)
, 1
par|q y' =2 (—x+5y—z)
, 1
z = 1(—x+y+32)

Le plan vectoriel P avait pour équation cartésienne : X — Y +Z =0

x . x//
3. Soient @ |y | etv” | y”
Z Z//

Alors v” = q(7) <= v’ € Deti—0v" € P

x/l — 2,)/
donc 3y € R y' =—v
Z/l — ,_)/

et(x —x")—(y—y")+(z—2")=0carP: X - Y +Z=0.
Donc2y —x—(—y—y)+(y—z)=0doudy=x—y+z.
La projection vectorielle p de E sur D parallelement a P est donc définie analytiquement

x” = %(x—y+z)

) 1
par yz—;(x—yﬂ)

Z// —

(x—y+2)

N
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5.7 Exemples de projecteurs

1. CasE=D

. ) . = =4
Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : {0} et D

= = -
* La projection vectorielle de D sur D parallélement a {0} c’est-a-dire : Id
= =
* La projection vectorielle de D sur {0} parallelementa D c’est-a-dire : ©

2. CasE=TP
* Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : {0} et ?
— La projection vectorielle p; de P sur P parallelement a {0} c’est-a-dire : Id4
— La projection vectorielle p, de P sur {0} parallélement a P Cestadire: ©
® Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : D; et Dy avec 5; N 5; = {6}

— —
— La projection vectorielle de P sur Dj parallelement &

_)
— La projection vectorielle de P sur D, parallélement a

_>
3. CasE=E3 _
* Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : {0} et E3

— La projection vectorielle de E3 sur E; parallélement a {0} c’est-a-dire : [ d}?;

SISl

1

H =g %
— La projection vectorielle de E3 sur {0} parallelement a E3 c’est-a-dire : ©
. . . = =
* Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : D et P avec DN 7= {0}

_)
— La projection vectorielle p; de E3 sur P parallelement a D.
— La projection vectorielle p, de E3 sur D parallelement a 7.
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5.8 Représentation matricielle

Valeurs propres d'un projecteur

—
Si p est la projection vectorielle de F par rapport a E’ parallelement a E” avec p différent de
I'application nulle 0 et différent de idr.

Supposons dim(?) = n . alors

— —
1. Comme E = E' + E avec (e1,---ex) base de E" et (exrq,- - - en) base de E
alors B = (eq,-- - ek, €41, - -en) estune basede E .

Vie[[1; k] ple)=¢
Comm { vie [[k+1; n] p(e,')za on a donc
— - — e
pler) -+ ple) plega) - pley)
1 0 0 0 o
Mat(s,B) = 0 1 0 0 €k
(55) 0 0 0 0 | et
0 0 0 0 e

2. donc p est diagonalisable et Spectre(p) = {0;1}
3. Le polyndme minimal de p est yp = X> — X = X(X — 1)

e Comme p est un projecteur (ou une projection vectorielle) de F alors pop = pou
encore p? — p = 0 alors X2 — X de racines 0 et 1 est un polynome annulateur de p
donc Spectre(p) C {0;1}

Comme X2 — X = X(X — 1) les diviseurs de X*> — X sont X et X — 1
Or p # 6 donc X n’est pas un polynéme annulateur de p.

De méme, p # Id donc X — 1 n’est pas un polyndme annulateur de p
Par conséquent, le polyndme minimal est ji(p) = x, = X* — X donc
on retrouve que Spectre(p) = {0;1}
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5.9 Projections vectorielles orthogonales

5.9.1 Théoréme et définition

Soit 4 est un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire noté .
Soit ? est un sous-espace vectoriel de dimension finie de ? Alors
1. il existe un et un seul supplémentaire de F dans E orthogonal a F en l'occurrence
T CAS E / Vi e F id= 0} appelé LE supplémentaire orthogonal de F
dans E.
2. De plus, =7 & Flet (FH)t =F.

3. On appelle projection vectorielle orthogonale de Esur F la projection vectorielle de

sur F parallélement a FL qu’on peut noter pr.

= uf

- [T
W (T T A 73
u” = py(ir) i =u''+u

Casl:?:?donc?L:{ﬁ}etp:Id?
CasZ:?z{O}donC?l:?etp:(a

_)
Cas 3: ? = D; de vecteur directeur il <Z

— —
alors F - = D, de vecteur directeur 7 ( ab> et donc d’équation : ax + by =0

> et donc d’équation : bx —ay =0

donc p est la projection vectorielle orthogonale de P sur D
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5.9.3 Exemples de projections orthogonales en dim(E) = 3

Casl:?:{_(g}donc?L:E_g,)etpzﬁa
CasZ:?:Eg,donc J-:{()'}etp:IdE—;
a

_>
Cas3: F = P d’équation :ax + by + cz = 0 alors FL = D de vecteur directeur 3 | b | et
c

—
donc d’équation : ax + by = 0 donc p; est la projection vectorielle orthogonale de E3 sur
a
_>
Cas4: F = D de vecteur directeur 7 | b | alors FL = D d’équation : ax + by 4 cz = 0 donc
c

p2 est la projection vectorielle orthogonale de E3 sur D

5.9.4 Propriétés

Caractérisations

1. Un projecteur p est une projection vectorielle orthogonale si et seulement si ker(p) et
Im(p) sont orthogonaux.

pe(R) €

2. Le projeté orthogonal pr d'un vecteur X € E est caractérisé par: { ' 5 e Tl
X—pr(X) €

Expression dans une base orthonormée

Si ? a une base orthonormée (iiy, ilp, - - - ,iiy) alors

p
pp(f) = E < X, iy > i
k=1
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Expression de la projection orthogonale d’un vecteur ¥ a un hyperplan H et de la distance de
XaH

Si E # {0} et si H est un hyperplan de E, si on appelle 7i un vecteur normal a H alors

Projeter X sur H revient a lui enlever sa composante selon H*

Soit p’ la projection orthogonale de E sur H*
e AlorsVx e E ¥ =py(X)+p'(?)
1 1 1
¢ De plus, comme Wfi est un vecteur normé de base de H alors p/(¥X) = <x, —|ﬁ > —Hﬁ
poon L <X 0> <X 1>
" Comme Px) = e il

Représentation matricielle d’'une projection orthogonale

-

Si ? a une base orthonormée B = (&1,é,--- ,&,).

Si T a une base orthonormée (ily,ilp, -+, ilp).

Si (Uy, Uy, - -, Up) sont les vecteurs colonnes respectifs des coordonnées de iy, i, - - - , iy
dans la base B = (¢1,€, - - ,&,) alors la matrice de pr dans la base B = (¢1,é,- - - ,€,) est:

p

Mp(pr) = ) Uy Uy
k=1

Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie d"une projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel.
Soit F un sous-espace vectoriel de ? de dimension finie alors la distance d'un élément

X e ? a ? est .
4% F) = Inf (7, ) = 12 = pe(3)| = 4(2, pr ()
fe

De plus, d’apres le théoreme de Pythagore ,1'on a :

d(x, T)? = ||%]2 - [lpr(®)]2
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5.10 Exercices
5.10.1 Projecteurs commutant

Soient p et g des projecteurs de E tels que pogq = g o p.

Démontrer que p o g est un projecteur et en déterminer I'image et le noyau en fonction de
ceuxde p et deg.
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5.10.2 Projection vectorielle

Soit un plan vectoriel P de base B = (7,7).
10

50
Déterminer la nature de p ainsi que les deux sous-espaces vectoriels de P qui la caractérisent.

Soit p un endomorphisme de matrice M = < ) dans la base B.

Corrigé :

1 0\/1 0 10
1. M2:(5 O) (5 0):(5 O)doncpop:p.

2. Par conséquent, p est la projection vectorielle de P sur Im(p) parallelement a ker(p).

o a(() exrtr) = p = = (3 9 ()= () = { M

Par conséquent, ker(p) est la droite vectorielle d’équation x = 0 c’est-a-dire [_57

4. D'apresle théoreme du rang, dim(P) = dim (ker(p)) +dim(Im(p)) donc2 = 1+ dim(Im(p))
d’oudim(Im(p)) = 1 donc Im(p) est une droite vectorielle.
Im(p) est le sous-espace vectoriel engendré par la famille (f(7,7) . Or (f(7 = 7+ 5] et
£(7 =0 donc Im(f) est engendré par 7+ 57. Alors Im(f) = f)T+5]~

5. En conclusion , p est la projection vectorielle de P sur D}+57 parallelement a 137.

5.10.3 Projection vectorielle

—

Soit un plan vectoriel P de base B = (7,7)

Soit p un endomorphisme de matrice M = <(1) 8) dans la base B.

Déterminer la nature de p ainsi que les deux sous-espaces vectoriels de P qui la caractérisent.

Corrigé :

1. On remarque que
* p(@0) =17

* p(7) = 0 donc7 € ker(p) donc ker(p) # {0} donc p non injective donc non bijective.

1 0\/1 0 10
2. Mz—(o 0) (O 0)—(0 O)doncpop—p.

3. Par conséquent, p est la projection vectorielle de P sur Im(p) parallelement a ker(p).

4. ﬁ(;(? € ker(p) = p(il) =0 <= ((1) 8) (;) = <8) — { gx:+001/=0

X =
Par conséquent, ker(p) est la droite vectorielle d’équation x = 0 c’est-a-dire [_57

5. D’apres le théoreme du rang, dim(P) = dim(ker(p)) +dim(Im(p)) donc2 = 1+ dim(Im(p))
d’oudim(Im(p)) = 1 donc Im(p) est une droite vectorielle.
Im(p) est le sous-espace vectoriel engendré par la famille (f(7,7) . Or p(7) =7et p(j) = ]
donc Im(p) est engendré par 7. Alors Im(f) = D;

!

6. En conclusion , p est la projection vectorielle de P sur D; parallelement a 137.
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5.10.4 Agrégation Docteurs 20 - Ex 4

Soit E un espace vectoriel sur le corps R de dimension finie n > 1.
1. Soit u un endomorphisme de E commutant avec tous les projecteurs de E.
(a) Montrer que tout vecteur non nul de E est un vecteur propre de u
(b) Montrer que u est une homothétie.

2. Le centre d'un groupe (G,.) est Z(G) = {x € G|Vy € G xy = yx}
Déterminer le centre du groupe linéaire GL(E) et celui du groupe spécial linéaire SL(E)
Indication : On pourra utiliser des automorphismes qui sont combinaisons linéaires
d’un projecteur et de l'identité idg

3. Démontrer que les groupes GL(E) et SL(E) x R* sont isomorphes si et seulement si
n = dim(E) est impair.

Corrigé

1. Soit u un endomorphisme de E commutant avec tous les projecteurs de E.

(a) Soit X # 0.
o Soit p le projecteur de E sur Vect(X) donc p(¥) = X.
o Par conséquent, u(¥) = u[p(¥)] = (uop)(¥) = (pou )(55) = plu(¥)].
o Comme p(u(x)) € Vect(X) alors IAy € R u(X ) =
On peut donc affirmer que tout vecteur non nul de st un vecteur propre de u
(b) ® oubiendim(E)=n=1
les seuls endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension 1 sont les homo-
théties vectorielles.
¢ En effet, si u est une homothétie vectorielle de E alors u est un endomorphisme
de E.
¢ Réciproquement, si 1 est un endomorphisme de E .
Soit X # 0 alors E = Vect(¥).
Donc u(X) € Vect(X) donc 3A u( X) = AX.
Soit x” € Vect(X) alors Iy € R x' = uX
donc u(x') = u(u¥) = pu(¥) = p(AZ) = (PA)X) = (Ap)¥ = A(p¥) = Ax".
Par conséquent, u est ’'homothétie vectorielle de rapport A
e oubiendim(E) =n >2
Donc E a une base B ayant n éléments.
o Soit ¥ € B donc ¥ # 0 et et ¥ est un vecteur propre de u
donc3A € R u(X ) AX
o Soit x” € Btel que x' # X. x' # 0 et et ' est un vecteur propre de u
donc IV e R u(X) =A%
¢ Comme la sous famille (56 v') est libre donc ¥ + x # 0
donc 3A” € R u(x+x ) =A" (x+x)
o Onadonc A" (¥ +x') = u(X+x') = u(¥) + u(x') = AT+ A'x
o Par conséquent, (A” — A)¥ + (A7 — A/)x' = 0.
Or la sous famille (%, x' est libre donc A” — A =0etA” — A =0dou A\'— =
A=)
¢ u coincide avec ’homothétie vectorielle de rapport A sur tous les vecteurs de
la base B donc u est ’homothétie vectorielle de rapport A.
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* Soitu € Z(GL(E) donc u commute avec tout automorphisme (endomorphisme bijec-
tif) de E.
¢ Soit p un projecteur de E . Comme les valeurs propres de p sont 0 et 1, on aura
dans une base de E créée a partir de l'union d’une base de Im(p) et d’une base de
ker(p) une matrice diagonale de p qui aura sur les éléments diagonaux que des 1
et des0
o Alors dans cette base, I'endomorphisme p + idr aura une matrice diagonale qui
aura sur les éléments diagonaux que des 2 et des 1 donc p + idg a un déterminant
# 0 donc p + idg, est bijectif donc p + idg est un élément de GL(E)
o Par conséquent u o (p+idg) = (p+idg)oudoncuop+u=pou+u
¢ On en déduit que 1 o p = p o u donc u est une homothétie vectorielle.
® Réciproquement, il est évident que toute homothétie vectorielle commute avec tout
automorphisme de E.
 Par conséquent, le centre Z(GL(E)) est 'ensemble des homothéties vectorielles de E
e Le groupe spécial linéaire SL(E) = {f € GL(E) | det(f) = 1} Soit u € Z(SL(E) donc
u commute avec tout automorphisme dont le déterminant vaut 1
o Soit p un projecteur tel que dim(Im(p)) = k. Comme les valeurs propres de p
sont 0 et 1, on aura dans une base de E créée a partir de 'union d’une base de
Im(p) et d’une base de ker(p) une matrice diagonale de p qui aura sur les éléments
diagonaux que 1(k fois) et des 0(n — k) fois
o Alors dans cette base, I'endomorphisme (p + idg) aura une matrice diagonale qui
aura sur les éléments diagonaux que des 2 et des 1 donc %( p +idg) a un déter-
minant qui vaudra 1 donc %(p +idg) est un élément de SL(E)

o en faisant un calcul analogue a la question concernant Z(GL(E)) on trouve que
uop = poudonc donc u est une homothétie vectorielle.

o Par conséquent, Z(SL(E)) est formé des homothéties vectorielles /1) de détermi-
nant 1.
Or le déterminant d’'une homothétie vectorielle de rapport A est A”. Par consé-
quent, A" =1 donc A est une racine n-iéme de 1

o ou bien n est impair alors Z(SL(E) = {hy = idg}

© ou bien n est pair alors Z(SL(E) = {hy = idg;h_1 = —idg}

o —:
Nous allons démontrer la contraposée Supposons que 7 est pair nous allons démon-
trer qu'il ne peut exister d’isomorphisme entre GL(E) et SL(E) x R*.
o Z(GL(E)) =l'ensemble des homothéties vectorielles ~ R*; Z(SL(E)) = {hy;h_1} ~
{—1;1} donc Z(SL(E)) x R*) = Z(SL(E)) x Z(R*) ~ {~1;1} x R*
o 9’1l existe un tel isomorphisme entre GL(E) et SL(E) x R* alors il existerait un
isomorphisme entre R* d’élément neutre 1 et { —1;1} x R* d’élément neutre (1,1)
o Ce n’est pas possible car R* a un seul élément d’ordre 2 a savoir —1 car (—1)% = 1
mais {—1;1} x R* enatrois= (—1,1); (=1, —1); (1, —1) puisque (—1,1) x (—=1,1) =
(1L,1); (=1, -1) x (=1, -1) = (L1);(1, =1) x (1, =1) = (L, 1)
¢ —
Supposons n impair. Nous allons construire un isomorphisme entre GL(E) et SL(E) X
R*. Il suffit de prendre

¢: SL(E)xR* —  GL(E
(u, M) — p(u,A) = Au

~—
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En effet,
o Soient (u1,A1) € SL(E) x R* et (u1,A1) € SL(E) x R* alors

P((u1, A1) * (uz,A2)) = ¢((ug 0uz, AAz)) = (AA2)(ug oup) = Aqug o Agup = ¢((ug, A1))p((u2, A2))

donc phi est un homorphismes de groupes.

¢ Démontrons maintenant que ¢ est bijective c’est-a-dire que tout élément v € GL(E)
a un antécédent unique (u#, A) par ¢ dans SL(E) x R*

o Comme v € GL(E) alors det(v) # 0.

O{Uch(u,/\) <:>{U:/\u @{v:)\u 1> 1

det(u) =1 det(u) =1 1 = det(u) = det (AU = ﬁdet(v)
u= (det(v))% v
=\ A= %
(det(0))

o Par conséquent ¢ est un isomorphisme entre SL(E) x R* et GL(E).
¢ L'isomorphisme réciproque est

¢~': GL(E) — SL(E) x R*

v () = ((det(v))i vll>
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Chapitre 6

Symétries vectorielles

6.1 Involution

Soit f une application d'un ensemble E dans E.

f estinvolutive <= fof =Idr <= f estbijectiveet f = f_1

6.2 Remarque

Comme une involution est bijective alors les endomorphismes involutifs d"un espace vectoriel

E sont des automorphismes involutifs.

6.3 Homothéties vectorielles involutives

I Les seules homothéties vectorielles qui sont involutives sont /1 ou Id 7 et h_y=-Id =

6.3.1 Démonstration

2

h, estinvolutive <= h,XOh,x:Id?:hl = hp=h <= a*=1 < a=1loua= -1

61
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6.4 Définition d’'une symétrie vectorielle

_)
Soient E’ et E” deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

By

On appelle symétrie vectorielle de Esur E/ parallelement a

5 F:
o

application

6.5 Propriétés

E

—>
Soient E’ et E” deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Soit s la symétrie vectorielle de F sur E' parallelement a E”.
Soit p la projection vectorielle de F sur E parallelement a E".
Alors

1. s =2p —id3 et donc s est un endomorphisme de E.

2.2 =s05= id—z donc s est un automorphisme involutif de bEf

3. L'ensemble des vecteurs invariants de s noté Inv(s) :
. —
Inv(s) = {it / s(if) = it} = ker(s —idw) = E'
4. 'ensemble des vecteurs transformés en leur opposés par s noté Opp(s) est :

Opp(s) = {ii / s(if) = —ii} = ker(s +id) = E’

6.5.1 Démonstration

1. On sait que tout ## = u’ + 1" et ce de fagon unique avec u’ € E' et u”" € E"',

—

Alors s(if) = u' — u” = p(it) — [il — p(il)] = 2p(il) — il = (2p — idg) (i)
donc s = 2p — idy et par conséquent s est un endomorphisme de E.
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2.

6.6

6.6.1

§2 = (2p—id)o(2p —id) = 4p2—4poidf1d2 =4p—4p+iddoncs® = sos = idg
donc s est un automorphisme involutif de E

— s(il) =il <= 2p—id)(ii) =i < 2p(il) - =1

(if) = it <= ii € Inv(p) = E' donc

il € Opp(s) <= s(il) = —il <= (2p—id)(il) = —ii <= 2p(i) — il = —il
— 2p(il) =0 <= p(if) =0 <= il € ker(p) = E" donc
Opp(s) = {i / s(if) = —it} = E"

Caractérisation d'un endomorphisme involutif

Soit s un endomorphisme involutif de bEf

c’est-a-dire une application linéaire de F dans E tel quesos = idr
Alors

* s est la symétrie vectorielle de F surl no(s) parallelement a Opp(s)
* L’ensemble des vecteurs invariants par f :

Inv(s) = {ii € ?/s(ﬂ') =i} = ker(s — Id)

est un sous-espace vectoriel de E.
* L'ensemble des vecteurs transformés en leur opposés par f :

Opp(s) = (i € E /s(it) = —it} = ker(s + Id)

est un sous espace vectoriel de E

Démonstration
Soit E/ = Inv(s) alors it € E' <= s(if) =il <= (s—id)(if) =0 < il € ker(s — id)
Par conséquent, comme s — id est un endomorphisme alors son noyau est un sous-espace
vectoriel de E donc E’ est un sous-espace vectoriel de E
Soit E" = Opp(s) alors
i€FE «— s(il)=—il < (s+id)(il) =0 <= @ € ker(s + id)
Par conséquent, comme s + id est un endomorphisme alors son noyau est un sous-espace
vectoriel de E donc E est un sous-espace vectoriel de E
Démontrons que E = E/ ¢ E

— Soitil = %[ﬁJrs(ﬁ)] et i — %[ﬁ—s(ﬁ)}
— (i) = s(%[ms(ﬁ)}) _ %[s(i[) + (s05)(@)]) = %[s(ﬁ) +i]) = it donc i’ € E/
idg
— s(i) = s(%[ﬁfs(ﬁ)]) - %[s(i[) ~(sos)(@)]) = %[s(ﬁ’) _il]) = —ii donc u" € E"
T
— BEENE" < s(@) =Wets(d) = - <= @ =—D < @ =0.

Donc E' N E" = {0}
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— Par conséquent E=E@E"
e Pour tout if = u’ + u” alors s(if) = u' — u”” donc s est la symétrie vectorielle de E sur
Inv(s) parallelement a Opp(s)

6.7 Expression analytique

Pour déterminer une expression analytique de s symétrie vectorielle de E par rapport a E
parallélement a E”

e On vérifie d’abord que E = E/ @ E”

¢ Par exemple, en dimensionn = 3,

On trouve l'expression analytique en partant de ’équivalence logique suivante :
/

AU . G+7 €E
Soient? [y | etv' |y | Alors ¢/ =5(7) <— ¢ - _ ~
- o vV —-T€eE

6.8 Lien entre projection vectorielle et symétrie vectorielle

= 1
Soient p et s des endomorphismes d'un espace vectoriel E tels que p = E(S + id) ou encore
tels que s = 2p —id
1. Déterminer p o p

2. Démontrer I'équivalence logique suivante :

p projecteur <= s = 2p — id est involutif (c’est-a-dire une symétrie vectorielle)

6.8.1 Corrigé

1. pop:%(s—l—id)o%(s—l—id):%(s os+soid+id os+id o id):%(s os+s+s+id)

donc p o p:%(s o0 s+2s+id)
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2. pprojecteur <= p o p=p %(s ° s+25+id):%(s+id)

1 1 1 1
= ZL(S os—i—id)ziid = Z(S o S):Zid < sos=id
<= s est involutif ou une symétrie vectorielle

6.9 Exemples de symétries vectorielles

—
1. CasE=D N
Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : {0} et D.

¢ La symétrie vectorielle de D par rapport a D parallelement a {0} c’est-a-dire : ldg
ou hy N B N
e Lasymétrie vectorielle de D par rapporta {0} parallelementa D c’est-a-dire : —Id B
ou h—l
2. CasE = ?
* Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : {0} et B
— La symétrie vectorielle s; de P par rapporta P parallelement a {0} c’est-a-dire :
Id%
. . = = .
— La symétrie vectorielle s, de P par rapport a {0} parallelementa P c’est-a-dire :
—Id 54

) 3 . - = - = .
* Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : Dy et D, avec D1 N D, = {0}

— —
— La symétrie vectorielle de ?par rapport a D; parallelement a D_2>
— La symétrie vectorielle de P par rapport a D, parallélement a Dy
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—
3. CasE = Ej5
. . . = =
* Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont : {0} et E3
— La symétrie vectorielle de Ez par rapport a E3 parallelement 2 {0} c’est-a-dire :
Id=
B — —
— La symétrie vectorielle de E3 par rapport a {0} parallelement a E3 c’est-a-dire :
—ld
3 — — N
® Les sous espaces vectoriels supplémentaires sont: D et ? avec D1 N ? = {0}
_>
— La symétrie vectorielle s; de E3 par rapport a bl parallélement a D.
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6.10 Représentation matricielle

Valeurs propres d’une symétrie vectorielle

Si s est la symétrie vectorielle de F par rapport a E’> parallelement a
—idg et différent de idg.
Supposons dim( E ) = n . alors
T = = = )
1. Comme E = E’ 4+ E” avec (e, - - ¢;) base de E’ et (ex, 1, - - e,) base de E
alors B = (eq,---ex, €1, --en) estune basede E .

Comme {

E

avec différent de

ﬁ

Vielll; k|] s(e;) =¢;

Viellk+1; n|] s(er) = —e; on a donc
%
s(e_f) s(ex) s(ek_JF{) o s(el) .
! 0 0 - 0N @
T ct ... %
Mat(s,B) =| O 1 0 0 .
0 0 1 0 | &

2. donc s est diagonalisable

3. Sp(s) = {11}
4. Le polyndme minimal desest s = X*> — 1= (X —1)(X + 1)

Comme s est une symétrie vectorielle de E alors s os = idg ou encore s> — id = 0
alors X? — 1 de racines —1 et 1 est un polynéme annulateur de p

donc Sp(p) C {—1;1}

Comme X? — 1= (X +1)(X — 1) les diviseurs de X*> — 1sont X + let X — 1

Or s # —idg donc X + 1 n’est pas un polyndme annulateur de s.

De méme, s # Id donc X — 1 n’est pas un polynéme annulateur de s

Par conséquent, y(s) = X2 — 1.
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6.11 Exercices

6.11.1 Symétrie vectorielle

®

Soit s un endomorphisme de matrice M = <(1) (1)> dans la base B.

—

Soit un plan vectoriel P de base B = (,7)

Déterminer la nature de s ainsi que les deux sous-espaces vectoriels de P qui la caractérisent.

Corrigé :

1. On remarque que
“s(i) =]
*s() =7

2. MZ—((l) (1)) ((1) (1))—((1) g))doncsos—s.

3. Par conséquent, s est la symétrie vectorielle de P par rapport a Ino(s) parallelement a
Opp(s)-

4.17[(;)61112}(5) = s(il) =i < <(1) é) <;>—<;> — {;zz — Y=

Par conséquent, ’ensemble des vecteurs invariants Inv(s) est la droite vectorielle d’équa-
tion y = x c’est-a-dire f)?ﬂ

+5() como a5 = (8 )= (5) = {125 =

Par conséquent, I'ensemble Opp(s) est la droite vectorielle d’équation y = —x c’est-a-
dire D —T+7

6. On remarque que si P était un plan vectoriel euclidien avec B comme base orthonormée
alors Inv(s) et Opp(s) sont deux droites vectorielles orthogonales et s serait la symétrie
vectorielle orthogonale de P par rapport a Dz, ;.

=
4

i
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6.11.2

Le plan vectoriel P étant rapporté a la base B = (7,7) on considere les endomorphismes p et g
1 1 1 -1
2 2 2 2
ayant respectivement pour matrices A = etB = dans la base 5.
1 1 -1 1
2 2 2 2

1. Démontrer que p et g4 sont des projections vectorielles et déterminer les sous-espaces
vectoriels qui les caractérisent.

2. On consideére I'ensemble F des endomorphismes f, ;) de P tels que flap) =ap+bq

(a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f(, ;) soit bi-
jective.

(b) Démontrer que (F, o) est un groupe abélien.

(c) Démontrer que f(1,_1) et f(_1,1) sont des symétries vectorielles dont on déterminera
les sous espaces vectoriels caractéristiques.

Corrigé
1y /1l 11
2 2 2 2 2 2
1. o A2= = doncp o p=p.
gt 11
2 2/ \2 2 2 2 )
 Par conséquent, p est la projection vectorielle de P sur Im(p) parallelement a ker(p).
1 1 1
S ~(x+y)=0
x = 22 x 0 2
. ﬁ(y) € ker(p) < p(ii) =0 = (y) = (0) =
1 1 1
2 2 p L ty) =0

Par conséquent, ker(p) est la droite vectorielle d’équation x +y = 0 c’est-a-dire D_; 47
¢ D’apres le théoreme du rang,

dim(P) = dim(ker(p)) + dim(Im(p)) donc 2 = 1+ dim(Im(p)) d’ott dim(Im(p)) = 1
donc Im(p) est une droite vectorielle.
Im(p) est le sous-espace vectoriel engendré par la famille (f(7,7).
1 >
Orf(7) = f(7) = E(T—l—j’) # 0 donc Im(f) est engendré par 7+ 7.
Alors Im(f) = 15;+]~ d’équation cartésienne x —y =0
* En conclusion , p est la projection vectorielle de P sur f)7+7 parallélement a f)_?+7.
e Onremarque que B = I — A donc g = id — p donc q est la projection vectorielle de P
sur f)_prf parallelement a [_57+]~.

2. On considére ’ensemble F des endomorphismes f, ;) de P tels que flap) =ap+bq
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1 1
3 (a+D) 5 (a—0b)
(@) f(ap) estbijective <= det(M(f,p)) #0 <~ #0

1 1
S@=b) S(a+b)

= 4ab#0 < ab#0

(b) Pour démontrer que (F, o) est un groupe abélien, nous allons démonter que c’est un

sous-groupe du groupe linéaire GL(P) des automorphismes de P.
e Comme ab # 0 alors F C GL(P).
* F#Qcaridp € Fpuisqueid = 1.p+ 1.9 = f1 1)
e Soient f(,,) € F; fy 1) € Falors f,p) o flayy = (ap+bq) o (a'p+1'q)

=ad'p o p+ab'p o q+ba'gop+bbgoqg=adp+abpoq+bago p+bby.
Or p + q = id est un projecteur donc forcément p o g =g o p = 6.

Donc f(u,b) o f(a/,b’) = aa’p + bb/q = f(au’,bb’) donc f(a,b) o f(a’,b’) € F. CQFD.
Soit f(, ) € F donc f(, ) = ap + bg.

De plus, comme ab # 0 on sait que f, ;) est bijective donc sa bijection réciproque

(f(u/b)) B existe .

On remarque que :
(ap + bg) o 1 + 1 = 1 o p+ 1 o g+b 1 o p+
ap +bq LA B R i praiy )P q 7)1 p

b(l1)>qoq.

Or p + g = id est un projecteur donc forcémentp o =g o p =96.
Par conséquent,

1 1 . -1
(ap+bq) o (Zp+q) =p+4q=iddonc (fam) =fr1 1\ €F

(or3)

f(a,h) ° f(a’,b’) = f(ua/,bb’) = f(a’a,b’b) = f(a/,b/) © f(a,b)
On a ainsi démontré que (F,o) est un sous-groupe abélien du groupe linéaire
GL(P).
fa,-1) =p—q=p—(id—p) =2p—id donc f1,_,) est la symétrie vectorielle
par rapport a f);+7 parallelement a f)_?ﬂ.
f(-11) = —p+q=—(id —q) + 9 =29 —id donc f(_y ) est la symétrie vectorielle

par rapport a fj_?ﬂ parallélement a DN—T'

o

Q
=3
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6.11.3

Le plan vectoriel P étant rapporté a la base B = (7,7) on considére I'endomorphisme s ayant
2 1

pour matrice A = ( ) dans la base B.

-3 -2
1. Démontrer que s est un automorphisme involutif.
2. Déterminer Im(s)

3. Déterminer Opp(s) = {i / s(if) = —ii}

4. Démontrer que P = Im(s) ® Opp(s)



72

CHAPITRE 6. SYMETRIES VECTORIELLES



Chapitre 7

Endomorphismes nilpotents

7.1 Définition
Soit Eun KK —evou K = R ou C.
Un endomorphisme f de E est dit nilpotent lorsque dp € IN* fP=0etfr 1 £0.
1. Alors Vg > pona f1=6car f1=f1"Poff =fi"Pofh =96
2. Le plus petit entier p > 1 vérifiant f¥ = 6 et fP~1 5 0 s’appelle I'indice de f.

7.2 Propriétés

Soit E un K — ev o1 K = R ou C de dimension finie 7.
Soit f € L(E) tel que fP = 0 et fP~1 £ 6.
Alors

1. f n’est pas bijectif
.3x€E frl(x)#0.
. La famille F = (¥, f(¥), f2(¥),- -+, fP~1(¥)) est libre.
.Vn>p =0

2
3
4
5. Im(fP~1) C ker(f)

7.2.1 Démonstration

1. Comme f? = 6 alors det(f?) = 0 donc (det(f))? = 0d’oudet(f) =0.
Par conséquent, f n’est pas bijectif.

2. Comme fP~ 1 #60doncIx € E fP~1(x) #0.

Alors ¥ # 0 sinon comme f?~! est un endomorphisme on aurait f7~1(¥) = f7~1(0) = G.
3. Considérons alors la famille F = (%, f(¥), f>(%), -, fF~1(%)) .

Cette famille est libre car soit a1, &, - - - , &p réels tels que

a1+ ar f(¥) + ap f2(%) + -+ + ap_1 fP71(X) = O alors

frH ¥ + aof (%) + aaf2(X) + - +ap 1 fPH(F) = fF1(0) =0

donc a1 fP~HF) + apfP(X) + apfPTHE) + -+ ap1 fP2(X) = 0 Or f1 = 6 des que

g > pdonc a; fP~1(X) = 0 or fP~1(X) # 0 donc a; = 0. Donc a f(¥) + ap f2(¥) +--- +
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(prlfp_l (f) =0.
On réitere le procédé précédent en composant par f7~2 et on obtiendra ainsi a, = 0.
On réitere le procédé et on obtiendra successivement a3 =0, -+ ,a, =0

4. F est une famille libre de p éléments dans un espace vectoriel de dimension finie n qui
est le nombre d’éléments des bases de E donc c’est le nombre maximum d’éléments
d’une famille libre donc p < n.
Donc comme n > ponaaussi f" = fPo f" P =00 f"P =6.

5. Soity € Im(fP~!)donc3x € E y = fP~1(x)alors f(y) = f(fP1(x)) = fP(x) =0

7.3 Valeur propre d’'un endomorphisme nilpotent

Soit E un Kev ot K = Rou C de dimension finie n > 1.
f un endomorphisme nilpotent non nul d'indice p < n <= x; = det(X id — f) = X".
La seule valeur propre d'un endomorphisme nilpotent f est O et f =6

Démonstration

1. =
Soit A une valeur propre de f donc A? est une valeur propre de f7.
Or f? = 6 donc A = 0. Par conséquent A = 0.
Donc le polyndme caractéristique de f est scindé dans C[X].
De plus, xf(X) = det(X id — f) = X".

2. &=
Sixf = det(Xid — f) = X" alors d’apres le théoréme de Cayley-Hamiltonona x(f) = ¢
donc f* = 6.

7.4 Autres propriétés classiques - Centrale PSI II - 2019
7.4.1 Endomorphisme d’indice de nilpotence p =1

I Si p = 1 alors le seul endomorphisme nilpotent f est I’'endomorphisme nul f = 6.

7.4.2 Réduction d’'une matrice de M;(C) nilpotente d’indice 2

On suppose que n = 2. Soit # un endomorphisme de E nilpotent d'indice p > 2.
1. Montrer qu'il existe un vecteur x de E tel que u?~!(x) # 0.
2. Veérifier que la famille (u*(x)), <k<p_1 st libre. En déduire que p = 2.
3. Montrer que Ker(u) = Im(u).
4. Construire une base de E dans laquelle la matrice de u est égale a ],
5

. En déduire que les matrices nilpotentes de M;(C) sont exactement les matrices de
trace et déterminant nuls.
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7.5 Exercices
7.5.1 Matrice carrée idempotente

Soit A une matrice carrée idempotente c’est-a-dire telle que A? = A
1. Démontrer par récurrence que Vn > 2 A" =A
2. Soit B = 2A — . Démontrer que B> = I.

Corrigé

1. Démontrons par récurrence que Vi > 2 A" = A
* La propriété est vraie au rang 2 car A2 = A
* Supposons qu’a un certain rang n > 2 ’'on ait A” = A alors A" = A"A = A2 = A
¢ La propriété étant initialisée en 2 et étant héréditaire est donc vraie pour tout entier
naturel n > 2

2. Soit B =2A — I alors
B2=(2A-1)2>=(2A—-1)2A—1) =4A? —2AI —I(2A) + 1> =4A —2A -2A+1=1.

7.5.2 Exercice

Soit B une matrice de M,,(C)
1. Démontrer que I’application
X  — ¢(X)=XB-BX
est un endomorphisme de M,,(C)

2. Démontrer que si A et B sont des matrices de M,,(C) vérifiant AB— BA = A
alors

(@) Yn e N* A"B— BA" =nA"
(b) A estnilpotente.

Corrigé

1. Soienta € C X € M,(C) Y € M,(C) alors
p(aX+Y)=(aX+Y)B—B(aX+Y)=aXB+YB—BaX— BY
= a(XB — BX) + YB — BY = a¢(X) + ¢(Y) donc ¢ est un endomorphisme de M, (C).
2. (a) Démontrons par récurrence que Vn > 1 A"B — B"A =nA"
e La propriété est vraie au rang 1 car A'B— BA! = AB—BA = A =1A!
e Supposons que pour un certain entier n > 11'on ait A"B — BA" = nA".
Alors A(A"B — BA") = A(nA") donc A"*1B — ABA" = nA"+!
Or AB— BA = Adonc AB = A+ BA.
Par conséquent, A"*!'B — (A + BA)A" = nA"*! donc A"T1B — A"+ — BA" 1 =
nAntl1
D'ott A"H1B — B"A = (n+1)A™H!
¢ La propriété étant initialisée en 1 et étant héréditaire est donc vraie pour tout
entiern > 1
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(b) Raisonnons par 1’absurde, supposons que A n’est pas nilpotente donc
Vn € N* A" # O.Or ¢(A") = A"B — BA" = nA" donc A" est un vecteur propre
associé a la valeur propre n.
Par conséquent, ¢ admet une infinité de valeurs propres n € IN*. Impossible car
dim(M,(C)) = n? est finie.
Onendéduitdp € N AP =0
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7.5.3 Endomorphisme nilpotent d’indice 3

Soit un espace vectoriel E de base B = (e1, e, €3).
Soit f 'endomorphisme de E défini par

fle1) =ex+e3
fle2) = —e1 +e3

fles) = % (e1+e2)

Déterminer N = ker(f) et en donner une base.

Déterminer I = Im(f) et en donner une base

Déterminer I'ensemble f < I >

Comparer les ensembles f < I > et N pour la relation d’inclusion.
En déduire ce qu’est fo f o f.

S

1. e festunendomorphisme de matrice M dans la base B.

fler) fle2) f(es)

1
0 —1 5 61
alors M = 1 0 1 &
2
1 1 0 e3
x
e Soit u de coordonnées X = | y | dans la base B.
z
1
-y + EZ =0
u€cker(f) < f(u)=0 < MX=0 < x—l—%z:O
x+y=0
B 2
x
u € ker(f) — :lz = |y|=z|1
Y72 z 2
z=1z 1
1
2
e Par conséquent, N = ker(f) est la droite vectorielle de base 1 | 1
2

—_
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2. o D’apres le théoreme durang, ona:
dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) donc 3 =1+ dim(Im(f)) donc dim(Im(f)) =2
e Or on sait que Im(f) est engendré par la famille F = (f(e1); f(e2); f(e3)).
Or on constate que f(e1) = f(e2) + 2f(e3) donc Im(f) est engendré par la famille
F' = (f(e2); f(e3))
¢ La famille 7’ est libre car étant en dimension 3 un de ses trois déterminants mineurs
dq,dp, ds associés a ces deux vecteurs est non nul.

En effet,
1
1 -1 =
PR L1 NS SUPR ) S UM B B |
1= =—5i=|_ li=5,d3= A2
1 0 2 0 -
2

e Par conséquent, I = Im(f) est un plan vectoriel de base (f(e2); f(e3))-
3. o Comme I est le plan vectoriel de base (f(ez); f(e3)) alors f < I > est le sous-espace
vectoriel engendré par la famille (f(f(e2)); f(f(e3)))
1

« F(fle2)) = fl=er+e3) = —fler) + fles) = —e2 — e5 + o1 + 5e2 = 5o — 52 —es

¢ Fe) = £ (3l e) = 1)+ 3f(e) = Set )+ e e = —ja+

—ex+e3
e Comme f(f(e2)) = —f(f(e2)) # Oalors f < I > est la droite vectorielle de base

1 1
Ff(e2) = ye1 = 32— e3
4. Les droites vectorielles f < I > et N sont égales car N a pour base u; et f < I > a pour
base —u.
5. e VueE f(u)el
* Donc f(f(u)) € f <I>= N = ker(f)
e Dot f(f(f(u))) =0donc fo f o f =0 1application linéaire nulle.
f est donc un endomorphisme nilpotent d’indice 3.
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7.5.4 Epita1l7 mp
Sujet
1

Corrigé
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Chapitre 8

Endomorphisme adjoint

Soit K =R

8.1 Rappels

8.1.1 Transposée d’une matrice
Si A = (a;;) € M,(IK) alors on appelle transposée de la matrice A la matrice notée ‘A définie
par ‘A = (aj;).
On a les proprités suivantes :
1. VA e M, (K) VB e My(K) '(A+B)="'A+ 'B
2. VA €K VA€ My(K) FAA) = A A
3. VA € M,(K) VB e M,(K) '(AxB)= 1B x A
4. det(tA) = det(A)
5. Sidet(A) # 0 alors A est inversible ainsi que ! A avec en plus (fA)~! = {(A~1)
8.1.2 Coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée

1.

2.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension # muni d’un produit scalaire < ; > et d’une
base orthonormée B = (eq,¢e2, -+ ,€n)
Alors

n
x=) <x;e>e¢
=1
<Xx,;e >
< Xx; e >

les coordonnées de tout vecteur x de E dans la base Bsont | < ¥/ € >

<X, e; >
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Comme B = (e1,ep,- - ,e,) est une base de E alors x = i Aje; donc

S TN T ol [ s
<Xx;e >=< ;Aiei, e >= ;)\i <e,;e >= ;Aiéij 7/\jcar<ei,ej >—(51‘]‘ = { OSill?é]‘
puisque B = (leI, e, ,en) esl; une base orthonol;mée.

8.1.3 Ecriture du produit scalaire en dimension finie

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension # muni d"un produit scalaire < ; > et d'une
base orthonormée B = (e, ez, -+, €x)

On peut identifier E et R donc on peut identifier un vecteur x avec sa matrice X de coordon-
nées dans la base B. On a alors

<x;y>=<X,Y>=IXY

n n
o J<x;y>= <erl,Zy]e]>f22x1y]<el,e]> Eley],] leyl
i=1j=1 i=1j=1
X1 Y1 Y1 ;
XYy =[PP = o w) [P = L
Xn Yn Yn -

8.1.4 Probleme de I'’endomorphisme adjoint

On cherche a résoudre le probléme suivant :
¢ Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire < ., . >.
* Soit un endomorphisme
f: E — E
x — f(x)

* On cherche a déterminer un endomorphisme inconnu

ff E — E
y — f(y)

tel que
VxeE YyeE <x;f'(y)>=<f(x);y>
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8.1.5 Existence de I’adjoint en dimension finie

Soit E un espace préhilbertien réel de dimension #.
Soient A et B les matrices des endomorphismes f et g dans une base orthonormée B.
Soient X et Y les matrices de coordonnées de x et de y dans la base canonique de K".

VxeE YyeE <f(x);y>=<x;gy >
— VXcR" VY eR" '(AX)Y = 'X (BY)
< VXeR" VYeR" 'X'AY = 'XBY
— VXcR" VYeR" 'XA-B]y=0
<= VX cR" 'X['A — B] = 0 car le seul vecteur orthogonal a tout Y est le vecteur nul 0

<= ['A — B] = 0 car le seul vecteur orthogonal a tout ' X est le vecteur nul 0

En dimension finie, si f est un endomorphisme de matrice A dans une base orthonormée B
alors il existe au moins un endomorphisme g tel que

VxeE YyeE <f(x);y>=<x;gy >

C’est I'endomorphisme g de matrice B = ‘A dans B.

8.1.6 Unicité de I’adjoint en dimension finie

n
Z/\ e; donc g(y <Z)\ el> =) Aigle;) avec A; =< g(y) ; e >

i=1 i=1
n n
WEE g) =) <sW)ia>e=Y. <y fle)>ea=Y <fle)iy>e
i=1 i=1 i=1
cette écriture est unique a partir de la connaissance de f donc g est unique

En dimension finie, si f est un endomorphisme de matrice A dans une base orthonormée B
alors il existe un et un seul endomorphisme g = f* appelé I'adjoint de f tel que

VxeE YyeE <f(x),y>=<x; f"(y)>

f* est ’endomorphisme de matrice B = ‘A dans B
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8.1.7 Propriétés de I’adjoint

Soient f € L(E) etg € L(E). Soitx € K
1.
(f)=r

(fog) =g of"
Si f est bijective alors (f~1)* = (f*)!
Spectre(f) = Spectre(f*)

f est diagonalisable <= f* est diagonalisable

(f*)* = festvraicar {(fA) = A
. (fog)*=g"of*car(AB) = 'BtA

Si f est bijective alors (f~1)* = (f*) ! car{(A~!) = (*fA)!
Spectre(f) = Spectre(f*) car x4 = det(XI — A) = det('(XI — A)) = det(}(XI) — tA) =
det(XI — tA) = XtA
f est diagonalisable <= A=PDP™! «— ‘A= P )!D'P=('P)"'D'P +—
f* est diagonalisable

L

o
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8.2 Endomorphismes et Matrices symétriques

Soit E un espace vectoriel euclidien c’est-a-dire espace préhilbertien réel de dimension finie
n > 0.

Onnote < ., . > le produit scalaire dans E.

Soit f un endomorphisme de E ayant pour matrice A dans une base orthonormée 5 de E.

8.2.1 Définitions équivalentes d'un endomorphisme symétrique

Les assertions suivantes sont équivalentes :
L f=f
2.VxeE YyeE <f(x),y>=<x, f(y)>
3. A est symétrique c’est-a-dire que 'A = A
4. VX eR" VYeR" 'XAY ='YAX

On dit alors que f est un endomorphisme symétrique ou auto-adjoint.
On note S, (E) I'ensemble des endomorphismes symétriques de E

X1
X2
Soit X = | . | € R" donc X a pour format [, 1] d’ot1 {X a pour format [1, n].
Xn
Soit A de format [n, n].
1

2
Soit Y = y € R" donc Y a pour format [n,1].

Yn

Alors {X A Y = une matrice de format [1,1] = un scalaire qui sera égal a son transposé
donc!X AY = I(!XAY) = 'YIAI(IX) = 'Y AX

8.2.2 Dimension de S, (E)

Si E est un espace vectoriel de dimension n alors S,(E) I'ensemble des endomorphismes

i . . . n(n+1)
symétriques est un sous-espace vectoriel de dimension ———

8.2.3 Exemples

La transposition de matrices est un endomorphisme symétrique de E = M, (R)
Soit I'espace vectoriel euclidien E = M, (R) muni du produit scalaire
< A,B>=Tr('AB)

Soit 'endomorphisme f de E défini par f(A) = fA.
Déterminer 'adjoint f* de f
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Soit (A, B) € M,(R)
<A, f(B)>= Tr(!
Donc < A, f(B) >= Tr(!
Donc VA € M,(R) f*(A

X
Af(B)) = Tr(*fA'B) = Tr(*(BA)) = Tr(BA) = Tr(AB)
(fA)B) =< 'A,B>=< f(A), B>

) = 'Adonc f = f* donc cet endomorphisme est symétrique



8.2. ENDOMORPHISMES ET MATRICES SYMETRIQUES 87

8.2.4 Propriétés d'un endomorphisme symétrique

1. Si f € Su(E) et si f est bijective alors son endomorphisme réciproque f ! est lui aussi
symétrique.

2. Toute combinaison linéaire d’endomorphismes symétriques est symétrique.

3. Soient f et ¢ des endomorphismes symétriques de E alors

go f estsymétrique <= gof = fog

4. si f € S,y(E) alors Im(f) et ker(f) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
orthogonaux.

LVY(xy) € <x, f Uy >=<idx), fy)>=<(fof ), [y >=<
(%), f(f y)) >=< f1(x), y) > donc f~! est un endomorphisme symétrique.

2. Si f et g sont des endomorphismes symétriques alors f* = f et ¢* = g donc
Vo e RVBER (af +Bg)* =af* + Bg* = af + pg. CQFD.
3. Comme f et g sont symétriques alors f = f* et g = g*.

(a)

(b)

=

On suppose que g o f est symétrique .

Alors V(x,y) € > < (gof)(x), y>=<x, (gof)(y) >
Donc < (go f)(x), y>=<x, (gof)(y) >
=<g"(x), f(y) >=<(frog")(x), y>=<(fog)(x),
Par conséquent, Vy € E < (gof)(x), vy > — < (fog)(x), y >=0douVy €
E <(gof)(x)—(fog)(x), y>=0.

OnendéduitqueVx € E (gof)(x) —(fog)(x) =0doncgof = fog.

<~

Réciproquement, sil’'on suppose que go f = fog

alors <x, (g0 f)(y) >=<(gof)"(x), y>=<(f"og")(x),y>
=< (fog)lx), y >=<(gof)(x), y >donc (gof) = (

f est symétrique

gof) donc go



88 CHAPITRE 8. ENDOMORPHISME ADJOINT
8.2.5 Propriétés d'une matrice symétrique réelle

1. Si A est symétrique réelle alors
(a) Toutes ses valeurs propres sont réelles.
(b) Deux vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes sont orthogonaux.
(c) Silamatrice P est orthogonale alors A’ = P~! A P est symétrique
(d) Théoreme spectral QOO :

A est orthogonalement diagonalisable
c’est-a-dire
3P orthogonale (i.e P inversible et ‘P = P~!) 3D diagonale
A=PD'P

2. Si A est symétrique réelle et inversible alors sa matrice inverse A~! est elle aussi symé-
trique réelle.

3. Soient A et B des matrices symétriques réelles de M, (R) alors

AB est symétrique réelle <= AB = BA

1. (a) Toutes ses valeurs propres d'un endomorphisme symétrique sont réelles :
En effet, soit A une valeur proprede falors 3V #O AV =AV
par conséquent, AV = A V.
Or A est symétrique réelledonc {X AY = 'Y A X
douVAV = tVAVdou'V(AV) =tV (AV).
Onadonc A(fV V)= A(tV V).

U1 )
Uo - 7172 o n - n
CommeV |  |etV ]| |alors'VV = Zvﬁ-vi et'VV = ZviZTi
: : i=1 i=1
Un Un

n n
Dot A() 7 v;) = A()_Ti vy).
i=1 i=1
Or Y ,7;v;) #0donc A = Ad’ou A € R. CQFD.
(b) Sment des valeurs propres A # As.
Soit 77 un vecteur propre associé a la valeur propre A;.
Soit vy un vecteur propre associé a la valeur propre A;.
Cognne_l;endomgrphlsme f assoc1e a 1a_> matrice A est symétrique alors o1 . f(03) =
f(o1) . v3 done o _>()\2 3) = (&; vi) . 3
d’ott (A1 — Ap) v{.v3 =0d’oti v1.v3 = 0car Ay # As.
Ces deux vecteurs v] et @ sont donc orthogonaux.

(c) Silamatrice P est orthogonale alors P est inversible et p~1=1p.
DoncfA’ = {(P71AP) = tPtAH(P~1) =P 1A!(*P) = P"1AP = A’
Par conséquent, A’ est symétrique. CQFD.

(d) Soit B = (e1, ey, - - ,e,) une base orthonormée de E.
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Soit f un endomorphisme symétrique.
Soit A la matrice symétrique associé a f dans cette base.
Soit A; une valeur propre de f. Choisissons v un vecteur unitaire propre associé a
Aq.
A l'aide du processus d’orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT on peut construire
une base orthonormée B’ = (v, B”).

flor) f(B)

Dans cette nouvelle base, la matrice de f est A’ = ( )61 g ) %1”

Or A’ = P~1 AP o1 P est la matrice de passage de la base B a la base B’. Or tout endo-
morphisme transformant une base orthonormée en une autre base orthonormée est
une isométrie vectorielle ou encore un endomorphisme orthogonal donc la matrice P
est orthogonale donc inversible avec P~! = fP.

Or A est symétrique donc A’ = P~ AP est symétrique.

Par conséquent, la matrice B est une matrice symétrique d’ordre n — 1.

On réitere le procédé en transformant A en B.

On obtient ainsi une base B’ = (v1, vy, -+ ,v,) dans laquelle on a :

AA O 0 - 0
0 Ap O -+ 0
D=Mat(f,B)=]0 0 Az -~ 0
0O 0 0 - Ay

3P orthogonale 3D diagonale A = tPDP

2. Démonstration évidente en traduisant matriciellement le 1 du théoréme 8.2.4

3. Démonstration évidente en traduisant matriciellement le 3 du théoréme 8.2.4
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Remarque

Attention : ce théoréme spectral est faux pour une matrice symétrique complexe d’ordre
n>1

* Par exemple M = (i

valeur propre A = 0 . Son polyndme caractéristique est xy1 = X>.

_11.) est nilpotente de d’indice 2 donc M n’a qu’une seule

0 0) donc M = O la

Si M était diagonalisable alors M serait semblable a la matrice (O 0

matrice nulle ce qui est impossible.

Propriétés sur les vecteurs propres

Si une matrice symétrique réelle a des valeurs propres distinctes A; # A, alors les sous-
espaces propres associés sont othogonaux.

On sait que B est symétrique donc B = B.

Soient x; € E;, nonnul et x; € E), non nul alors

Al < X1,X0 >=< Axq,x >=< BXy,Xp >=< Xj, tBXz >=< X, BXp >=< x1,Axp >=
Ay < x1,x0 >.

Par conséquent (A — Ay >< x1,xp >= 0. Mais Ay — Ay # 0 donc < x1,xp >= 0 >. CQFD.

8.2.6 Propriété de la matrice M = ‘A A

1. fo f* est symétrique et défini positif.
2. M = 'A A est symétrique définie positive.
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8.2.7 Exercices

Matrice symétrique définie positive

Soit un entier n > 2. Soit une matrice symétrique non nulle A € M, (R).

1. Démontrer que si A est définie positive alors il existe une matrice B symétrique définie
positive telle que B = A

2. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) A est soit définie positive soit définie négative
(b) Pour toute matrice symétrique S € M,,(R), AS est diagonalisable.

Corrigé
Matrice définie positive

Soit un entier n > 1. Soit une matrice A = (a;;) € My (R) ot a;; = min(i, j).
Démontrer que A est définie positive.

Corrigé
Matrice définie positive

Soit un entier n > 1.
Soit une matrice symétrique A = (a;;) € M;(R) ayant n valeurs propres Ay > Ay > -+ > Ay.

J
2. On suppose de plus que A est positive.

k
k k

Démontrer que Vk € [|1;n]] [Taj < (;{ 2/\]-> .
j=1 j=1

k
1. Démontrer que Vk € [|1;n|] ajj S M+ A+ + A
=1

Corrigé

8.2.8 Bibliographie
Exemple : e3a 2004 ex 2
Exemple : e3a 2018 psi

Exemple : Ecricome 03 ecs
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8.3 Endomorphismes et Matrices antisymétriques

8.3.1 Définition

Soit un espace vectoriel euclidien e ot le produit scalaire est noté < x;y > et la norme || x||.
Le vecteur nul de E est noté O.

On dit qu'un endomorphisme f de E est antisymétrique lorsque

Vxe€E YyeE <f(x),y>=—-<x; f(y) >

8.3.2

8.3.3

8.3.4
1
8.3.5 Bibliographie
1. Probleme Ecricome 2023 ECG MAPPRO - Sujet 0 - ex 1

2. Exercice 3 - edhec 21 ecs
3.
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8.4 Endomorphismes normaux et Matrices normales
8.4.1 Définition

Soit E un espace vectoriel préhilbertien.
1. On dit qu'un endomorphisme f de E est normal lorsque f* o f = f o f*.

2. On dit que M est une matrice normale lorsque M* M = M M* :
* Dans un espace vectoriel euclidien cela revienta 'M M = M 'M
* Dans un espace vectoriel hermitien cela revienta ‘M M = M 'M

8.4.2 Exemples

I Tout endomorphisme symétrique est normal.

Comme f est symétrique alors f admet pour adjoint lui-méme donc f* = f.
Or fof=fofdoncfof*=f*of. Parconséquent, f est un endomorphisme normal.

8.4.3 Bibliographie

1.
2.
3.
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Chapitre 9

Opérateur différence finie A

9.1 Définition

Soit le corps K = R ou C. Soit E un K—ew.

Soit (K[X], +,.) le K— espace vectoriel des polyndmes de variable X a coefficients dans K.
Soit d € IN. On appelle (K;[X],+,.) le K— espace vectoriel des polyndmes de variable X a
coefficients dans K et de degré inférieur ou égal a d

On appelle opérateur différence finie 'application :

A: K[X] — K[X]
P +— A(P)=P(X+1)-P(X))

9.2 Propriétés

1. A est un endomorphisme de K[X]
o [ —o0 si P = constant
% EHAE)) = { d°(P) -1 sinon .
3. Soit d € IN*. Soit A; I'endomorphisme induit par A sur (K;[X].
o Ker(Ag) =K
o In(Ag) = Ky_1[X]
4. o Ker(A) =K donc A n’est pas injective.
e Im(A) = K[X] donc A est surjective.
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1. A est un endomorphisme de K[X] car A est la différence de deux endomorphismes de
K[X] asavoir A = ¢ — Idg x) ot

p: KX — K[X]
P ¢(P)=P(X+1)

et

2. e SiPestconstantalors A(P) = P(X+1) —P(X) =C—C =0doncd®°(A(P)) = —o©
d

* Si P n’est pas constant donc P = ) | y X oudo(P) =d > 1letay; #0.
k=0
d d d
OnaalorsA(P) = P(X+1) —P(X) = }_ a (X +1)F = ¥ o X = ¥ o [(X +1)F — X¥]
k=0

. L k=0 k=0
1 4
ACP) =Y a [(2 (’;) X
k=0

i=0

A(P) a donc pour terme dominant a4 <d i 1) X1 =g, (?) X1 = g dxd-1
Par conséquent d°(A(P)) =d — 1

3. Soitd € IN*. D’apres la propriété précédente, on a A(Ky[X]) C K;_1[X]) C K;[X]) donc
A induit un endomorphisme Ay sur (K;[X].
e PeKer(Ay) < P(X+1)—P(X) =0 <= P(X+1)=P(X)
¢ Donc par récurrence Vn € N P(n) = P(0) douVn € N P(n) — P(0) = 0 donc
le polynéme P(X) — P(0) est nul car il a une infinité de racines donc P(X) = P(0)
donc P est constant.
¢ Réciproquement,
si P est constant alors P(X 4+ 1) = P(X) donc P(X +1) — P(X) = 0.
o Par conséquent, Ker(A;) = Ko[X] = K =l'ensemble des polyndmes constants.
e D’apres le théoreme du rang, on a dim(IK;[X]) = dim(Ker(Ay)) + dim(Im(A;)) donc
d+1=1+dim(Im(D;))
Par conséquent, dim(Im(A;)) = d. Or Im(Ay) C Ky_1[X]) qui est lui-méme un es-
pace vectoriel de dimension d donc Im(A;) = K;_1[X]

4. e PeKer(A) <= P(X+1)—P(X)=0 < P(X+1)=P(X)

o Donc par récurrence Vn € N P(n) = P(0) d'ouVn € N P(n) — P(0) = 0 donc
le polynome P(X) — P(0) est nul car il a une infinité de racines donc P(X) = P(0)
donc P est constant.

¢ Réciproquement,
si P est constant alors P(X 4+ 1) = P(X) donc P(X +1) — P(X) = 0.

o Par conséquent, Ker(A) = Ky[X] = K =l'ensemble des polyndmes constants.

e Comme la dimension de K[X] n’est pas finie , on ne peut pas utiliser le théoreme du
rang.

Im(A) = A(K[X]) = A < U le[X]> = U AK4[X]) = A(Ko[X]) |J A(K4[X])
deIN deIN deN*
donc Im(A) = A(K[X]) = {0} Ugen- Kg-1[X] = K[X]



9.3. EXERCICES

9.3 Exercices

9.3.1 Centrale 2024 -MP/MPI- ep2
9.3.2 EMLyon Ecs 2015
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Chapitre 10

Endomorphismes simples

10.1 Définition

f € End(E) est dit semi-simple si et seulement si tout sev F qui est f-stable admet un sup-
plémentaire qui est lui aussi f-stable.

—Thm : - Ex:

10.2 Exemples

I Les rotations de IR? sont semi-simples sur R

10.3 Propriétés
10.3.1 Théoreme

Les propriétés suivantes sont équivalentes logiquement :
1. f est semi-simple.
2. Son polyndme minimal iy est sans facteurs carrés.
3. Il existe une extension de corps L/K telle que jis est scindé a racines simples sur L.

4. Il existe une extension de corps L/K telle que Mat(f,B) est diagonalisable dans
M (L).

10.3.2 Corollaire

Les endomorphismes semi-simples sont donc une généralisation des endomorphismes dia-
gonalisables.
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Chapitre 11

Quelques probléemes

11.1 Applications semi-linéaires

11.1.1  Sujet

Dans tout ce probleme, l’entier n est supérieur ou égal a 1(n > 1); E est un C—espace vecto-
riel de dimension 7.
Le but de ce probléme est d’étudier les applications semi-linéaires de 1'espace vectoriel com-
plexe E dans lui-méme.
* Une application u de E dans E est dite semi-linéaire si et seulement si elle possede la
propriété suivante :

Y(x,y) € E2 V(Au) €C® u(Ax+puy) =Au(x)+au(y)

ott le nombre complexe A(resp. ji) est le nombre complexe conjugué de A(resp. )
* On dit qu'un nombre yu est une valeur co-propre de 1’application semi-linéaire u si et
seulement si
Ix#0p u(x)=pux

On dit que le vecteur x est un vecteur co-propre associée a la valeur co-propre y
Partie 1
Le but de cette partie est d’étudier , pour une application semi-linéaire u donnée, les valeurs
et les vecteurs co-propres.
Soit u une application semi-linéaire de E dans E.

1. Démontrer qu’étant donné un vecteur x # Of, appartenant a 1'espace E, il existe au
plus un nombre complexe i tel que u(x) = u x

2. Démontrer que, si le nombre complexe p est une valeur co-propre de l'application
semi-linéaire u, pour tout réel 6, le nombre complexe y ¢? est encore valeur co-propre
de I'application semi-linéaire u.

On exprimera un vecteur co-propre associé a la valeur co-propre y ¢/ en fonction d’'un
vecteur co-propre x associé a la valeur co-propre y et du réel 6.

3. Etant donnée une valeur co-propre y de I'application semi-linéaire, soit E, 1'ensemble
des vecteurs x de I'espace vectoriel E@ qui vérifient la relation u(x) = p x :

E, = {x € Etelsque u(x) = p x}

Est-ce que I'ensemble E, est un C— espace vectoriel ? un R—espace vectoriel ?
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4. Etant données deux applications semi-linéaires u et v, montrer que u o v est une appli-
cation linéaire.

5. Etude d'un exemple :
On considere l'application suivante

u: C* — C?
(vy) — ul(xy) = (x+7i7)
(a) Montrer que u est semi-linéaire.
(b) Montrer que 1 est une valeur propre de u et déterminer un vecteur co-propre asso-
ciéal.

Partie 2
Soit u une application semi-linéaire sur E.
Soit B = (e;)e[|1;1)) une base de E.
Soit x € E et soit (A1, Ag, -+ ,Ay) € C" les coordonnées de x dans B.

On pose : o
¢(x) =u (Zz =1"Aje;)
1. Montrer que ¢ € L(E).

2. Soit ¢ I'application linéaire définie par

Vie[l;n] ¢e) =Y mje
j:l

Ol fi1, Hip, - -+ , Hin) sont les coordonnées de u(e;) dans B.
Montrer que p op =u o u

3. Montrer que si y est une valeur co-propre de u alors

ker(p o ¢ — |pu|*1dg) # {0k}

11.1.2 Corrigé

Partie 1

1. Soit x # O, appartenant a l’espace E, supposons qu'il existe j et A tels que u(x) = p x et
u(x) =AxdoncAx=puxdot(A—pu)x =0gOrx # 0 doncA —pu =0doncA = p.
Par conséquent, étant donné un vecteur x # O, appartenant a 1'espace E, il existe au
plus un nombre complexe y tel que u(x) = u x

2. Supposons que le nombre complexe y est une valeur co-propre de 1’application semi-
linéaire  donc 3x # 0 u(x) = p x.

1A —i? e
alors u (e’2 x> = ¢ '2u(x) car u semi-linéaire.
) 0 0 o i
Doncu (e '2x ) =e'2u(x) =e'2ux = pee '2x.

Par conséquent, pour tout réel 6§, le nombre complexe u ¢/ est encore valeur co-propre
de l'application semi-linéaire u.
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0 ;0 .
Comme ¢ '2x # O car x # Op ete '2 # O puisque son module est 1 alors un vecteur
. 0
co-propre associé a la valeur co-propre u ¢ est e 2 x

3. Etant donnée une valeur co-propre y de l'application semi-linéaire, soit E; ’ensemble
des vecteurs x de 'espace vectoriel E@ qui vérifient la relation u(x) = p x :

E, = {x € Etels que u(x) = pu x}

Est-ce que I'ensemble E, est un C— espace vectoriel ? un R —espace vectoriel ?

4. Etant données deux applications semi-linéaires u et v , montrer que u o v est une appli-
cation linéaire.

5. Etude d'un exemple :
On considére I'application suivante

u: C> — C?
(vy) — u((xy) = (x+7i7)
(a) Montrer que u est semi-linéaire.
(b) Montrer que 1 est une valeur propre de u et déterminer un vecteur co-propre associé
al

Partie 2
Soit u une application semi-linéaire sur E.
Soit B = (e;)[|1;1)) une base de E.
Soit x € E et soit (A1, Ay, -+ ,Ay) € C" les coordonnées de x dans B.

On pose : o
p(x) =u () i=1"Ae)
1. Montrer que ¢ € L(E).

2. Soit ¢ I'application linéaire définie par

Vie[l;n] ) =Y e
j:l

ol {i1, Min, - -+ , Hin) sont les coordonnées de u(e;) dans B.
Montrer que i op =u o u

3. Montrer que si y est une valeur co-propre de u alors

ker(p o ¢ — |u|*Idg) # {0g}



